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ПРЕДИСЛОВИЕ. 


До вихъ поръ Аналитическая Геомотр:я являлась лишь 
однимъ изъ мотодовъ геометрическихь изслфдовай нп въ 
свовмъ изложеши опираляеь на аксюмы, опредфленя и те- 
оремы Элементарной Геометри, между тёмь какь все это 
можеть быть выведено аналитически изъ понят 6 много- 
образ {МашиуеаШете!). Таков пезависимов отъ Элементар- 
ной Геометрия изложен! Аналитической Геометри, и при- 
томъ сразу третъ измфрев, если и не уловнетворяеть ди- 
дактическому требованшю переходить отъ простёйштаго къ 
боле сложному, то взамфиъ этого предотавляеть научный 
инторееъ, проливая евЪть на вамыя начала этой отрасли 
математики и на внутреннюю евязь ея предложен, а по- 
тому совершенно умФетно вакъ въ универеитетекомъ куреЪ, 
такъ и въ универеитетскомь журналЪ. При этомъ доетаточ- 
но ограничиться первыми главами геометрии, (т. е. до кри- 
эыхъ и поверхностей 2-го порядка), ибо поелф того, какъ 
зыработаны основнныя поняйя и опред®лен!я и открыты ос- 
новныя свойства простЬйшихь геометричеекихь образовъ 
{СеЪ194е), дальнфйшее изпожеше геометрии, можеть быть, 
синтетичееки или аналитически, ведено прежними путями, 
Мыель о твкомъ новомъ изложен Аналитической Геоме- 
три зародилась у насъ два года тому назадъ, поелф озна- 
хомлешя въ трудомъ г-на В. Кагана: „Основашя Геометри, 
Опыть обовноватя Евкнидовой Геометр\и*. Т т. Одевеса, 1905 
г., и тоже, Ит.; „Иеторяческ очеркъ развитя ученя объ 
основавзяхь Геометри“. Одесса, 1907. 

'Уклонев!е одного моего вывода от господетвующахго 
нынЪ возрёя, возможно, вызозеть еильную критику, —это 
естественно и мнф желательно, только бы она была научная; 
—_пуеть только не оппозицию, ставямую мнЪ выфия пре- 
пятетв:я къ выражено моихь мыслей, что было бы варуше- 
змемъ принципа свободы научнаго изолфдованя. (Послфдня 
двЪ главы написены въ ОдоееВ въ Январь 1915 г.). 


Гатчина, 1910 26/ут, 
Проф. М. Тихонандриций. 


ВВЕДЕНЕЕ. 


$ 1. Пуеть =, у, 2 будуть перемнныя величины, кото- 
рыя могуть, независимо одна оть другой, принимать вое- 
возможныя вещественныя значеня, образующя непрерывный 
рядь оть —со до --с0; комбинируя каждое значене 2 съ 
таковыми уи 2, мы получимъ многообраые ооз значенй 
системы (2, у, 2), которое по сравнеши съ ыногообраземъ 
значен одной перемфнной, напр. 2, которыхъ звоего оо!, 
оказывается трехь изыфренш. Каждую отдфльную комбина- 
аю частныхь значенй перемфиныхь х, у, & мы будемъ ка- 
зывать точкою (2, у, 2) многообразя трехъ измфренй, при- 
чемъ х, у, 2 будуть координаты точки; само многообраз!® 
трехъ измфрев будемъ называть короче иространетвом% 
(трехъ измфрен). 

$ 2. Подчививъ координаты х, у, г точки условно, вы- 
раженному уравненемъ: 


0) Е, у, 4) 


—тд№ Го, у, 2) вналитическвя функтя перемфиныхь 2, у, 2— 
мы выдфлимъ изъ многообрамя трехъь изм®рев таковое 
бвухь изыфренН, которое для краткости будемъ называть 
поверхностью, уравнеше (1} будемъ называть уравненеиз по- 
вержности. Дьйствительно, въ этомъ случёЬ только двумъ 
перем%ннымь, напр. х и у, можно давать произвольно вс 
значен1я оть — со до |- со, каждой независимо оть другой, 
тогда накъ третья 2 получаеть всея разъ одно ити н%- 
сколько (нногда безконечный рядъ) отдёльныхь опредфлен- 
ныхь вначен!й. 

Еели кром№ уравнения (1) коорднивты точки подзиннмъ 
еще другому условёю, выраженному уравнёшемъ: 


{2 Ра, уд =0, 
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—гдЬ Р(, у 2) другая знелитическая функщя л, у, 2.— 
причемъ предиолатаемъ его независящимь отъ (1), (т. ®. 
неприводящимея къ виду 4^(/)—0), то изъ предыдущего 
многообразя двухь изыфроюй мы выдфлимъ многообраве 
одного измфревя точекъ, общихь обфимъ поверхностямъ {1} 
и (2), одного, ибо теперь только уже одной перемённой, 
напр. 2, мы можемъ давать по произволу каждое значеше 
оть — со до |-с0, тогиа какъ для остальныхь перемфиныхь, 
уи 2, будемъ получать век разъ опред®ленныя значетя, 
рёшая сибтему двухъ еовокупныхь ураннен, (1) и (2). Это 
многообразе одного измфрея, выдёляемое изъ многообрая 
трехгь измфрен: сиетемою двухъь совокупныхь уравненй!, 
(1) и (2), короче называется линёей перосфченшя поверхностей 
(1) и (2), (: в. поверхноетей, предетавляемыхь хаждымъ изъ 
этихъ уравненй въ отдфльноети), 


Если къ парЪ сововупныхь уравионёй (1) и (2) приео- 
единить третье уравноню: 


Фуа =0, 3) 


которому должны удовлетворять координаты точект, (пред- 
полагая это уравнен!е независящим оть (1} и (2)}, то уже 
ни которой изъ координать х, у, 2 нельзя болЪе давать зна- 
ченя по произволу; но значетя ихъ, удовлетворяющуя сие- 
тем трежь совокупныхъ уравнен!й: (1), (2) и (3), найдутея 
чрезъ рАшеню этой системы, и мы получимъ одну, или нЁ- 
сколько отдфльныхь точекъ. Каждая точка, будучи вполнЪ 
опредфленною, не предетавляеть въ этомъ случаф никакого 
многообразя, или, какъь можно выразиться, предетавляеть 
многообраз!е нулевого измфрешя. 

'Итакъ, одно уравнев!е между тремя координатами 
точки въ пространств 3-хъ измфрен предетавляеть мно- 
гообразе двухъ изм®рен!й—поверхноеть; два уравненя— 
многообраз!в 1-го измфрен1я—линио; три уравненёя—отдЪфяь- 
ный точки, каждая изъ которыхь есть многообразе нулево- 
то изыфрешя, 

Примъфчан1е. Число точекъ можеть быть въ посл®л- 
немъ случаЪ и безконечно-велико, но и тогда это будуть 
отдфльныя точки (диекретныя), елЪд. совокупновть ихъ 00- 


ставить тогдв многообраые уже другого рода. Но и уравне- 
н!е (1), вели первая часть его распадается на нфсколько ие- 
приводимыхъ множителей, будеть представлягь вообще н%- 
сколько поверхностей. Равнымъ образомъ и парв уравненй 
можеть предотавить не одну лин!ю, & совокупность изеколь- 
кихъ лин, асли одно или оба уравыетя будуть имфть 
первыя части распадаюлияея на неприводимые множители, 
причемъ (если уравнав1я трапсцендентныя) число поверхно- 
стой (въ случа однаго уравненя) или число лин, (когда 
уравненйЙ два}, можеть быть и безконечно-велико, но въ 
обоихъ случаяхь мы будемъ имфть тогда многообразя от 
дЪльныхь геометрическихъ образовъ, изъ которыхь каждый 
отдфльно будетъ представлять многообразе двухъ измфревй, 
или поверхность —нкогда имфетея одно уравнеше—и мно- 
гообразю одного измфретя, или линшо—когда даны два 
уравневя. 

у Изелфдован!е съ помощью Анализа свойствь линй и 
поверхностей составляеть предметь Аналитической Геометрги. 
Анализь предполагается уже извфстнымъ изъ другижъ с0- 
чиненйй *), 


ГЛАВА 1. 
Плоскость ин прямая линя. 


8 3. ПроетЬйший видъ будуть имёть, и обладать прос- 
тьйшими свойствами конечно 1% поверхности, которыя вы- 
ражаются проетфйшими уравнензями. Самос проетое уравне- 
не между тремя перемВиными х, у, г будеть уравнеше 
-ой стечени: 

{0 Аз -|- ВУ-- 02 В =0, 

3) Сы. напр. нанть „Ералк!й курс Выёщей Алгобрый, изд. 2-е. Харь- 
зовъ, 1891 г. м нашь „Курсъ дифференцюльнаго и ивтегральнаго ис- 
зисления (съ прныфраыи ддя упражненН!), Т. 1. (Диф. нозислен!о и вп- 
тегрировав{е функщй съ приложен:яыи). Издан!® З-ьв (А, Дредерв).Т. И: 
{Ивтегрировья]е урявибв И обыхновенныхь и съ частными проиввод- 
иымих (Идащо А, Дредерк). Харьковь, 1903 г; 


тд%. коэффищенты 4, В, С, Р суть данныя постояниыя ко- 
личества, которыя мы будемъ предполагать вещеетвенными; 
т, у. 2 суть перемЪфнныя величины, ноординаты какой либо 
точки поверхноети (1}, или техучия координаты, какь ить 
обыкновенно называють. Такъ какъ текунйя координаты 
входить въ уравнен (1} въ первой степени, то говорять, 
что: оно опредфляеть двумрное многообразие 1-й степени, 
.‹ или поверхность 1-Й етепени, которая называется обыкно- 
венно ялоскостью. Шели точна (д’, у’, г’) (ГВ чревъ 2’ обоз- 
начено чаотное опредфленное значеше первыфнной х, чрезъ 
У’ таковое у; чрезъ 2’ таковое 2), лежить въ плоскости (1), 
то мы будемъ имфть тождественно: 


д”-- Ву "+ р=0; (2) 
вычитая это тождество наЪ уравиошя (1) мы дедимъ ему 
сльдующую форму: 

4(#—=)-|-Ву-у)--6@е—#)=9. (8) 


Изъь этой формы прямо видно, что предетавляемвя 
этимъ уравневшемъ поверхность веть плоскость, проходящая 


би г й А.В 
чрезъ точку (5’, у’, г). Если отношетямыъ < "п мы да- 


димъ другя постоянныя значеня, сохранивъ тв же значе- 
ны 2',.у’, г’, то получимъ другую плоскоеть: 


А, (#— а!) В (уу) С, — 2) =0, 4) 


тоже проходящую чрезъ ту же точку (х’, у’, г’). Такъ какъ 


Аа в 
постояннымь 1-й, каждой независимо отъ другой, мо- 


жемъ дать любое вещественное значене оть — со до -|-с0, 
то мы видимъ отсюда, что чрезъ опредфленную точку про- 
странства проходить оо? плоскостей. Совокупноеть вофхъ 
этихъ плоскостей предетавить многообразе двухъ измфре- 
в, называемое 6вязкою плосхостей. 

Прим чанте. Отмфтимъ слЬдующя частныя формы 
уравненя плоекоети, очевидво ваключаюпияся въ общей 


форм (1): 
#=0,.5) у=0, 6) _ 2=0,. 9) 
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предетавляюнуя плоекоети, называемый коорбинатныли 1.л06- 
каетями (у, 2), (2, =), (2, у) соотвфтотвенно,--по тёмъ пере- 
м$ннымъ, которымъ, какъ невходищимъ въ уравнен!е, мы 
можемъ давать по произволу то, или другое значеню, 

$4. ДеЪ плоскости, предетавляемыя уравнешями одна 
{Е) пред. 8, другая такимъ: 


(1) А2-- Ву бе 2, =0, 


пересвкаются по лини, самой простВйшей, предетавляемой 
по $ 2 еовокупностью этикъ уравнен!!, т. в.: 


4 =--Ву-+-С2--В =0, 
Ая -|- Вау-- Чё + В, =0. 


Эта проетфйшая изъ всфжь лин, пропеходящая отъ 
нересфчещя двухъ плоекоетей, получила назваше прямой 
лини; послЪднее слово часто опускается, такь что вм%ето 
прямой лин, говорять короче: прямая. 

ПримЪчан!е. Лина пересфчешя  координатныхь 
плоекостей (5)—(7) пред. 8 предетавятся поэтому таними 
иврами уравневй 


у=6, ё=0, %=0, 
ое и: по 


(2) 


и будуть елЪд. прямыя, называемыя соотвфтетвенно осью 
2-овъ, 0650 у-овъ, и 065ю г-овъ,—по той перемфнной, кото- 
рой можемъ по произволу давать воф значеня оть — со 
до | оо. 

Если обф пловкости (2) проходять чрезъ точку (1’, у’, 2’), 
то онф будуть имфть общими не только эту точку, но и ве 
точки нфкоторой прямой, проходящей чрезъ эту точку. Въ 
овмомъ дФлЪ, въ этомъ случаЪ уравнешя той и другой 
плоскости могуть быть приведены къ виду (8) и (4) пред. $; 
совокупность же ихъ: 


[4 Ву -0, 
Де) -и 0 


ъпредетавляеть прямую перезфченя этихъ плоскостей, оче- 
видно. проходящую чрезъ точку (х’, у’, г’), такъ какъ поло- 


(3) 
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женв х=4", у==У, г=г’ обращаеть лфвую часть каждаго 
изъ отихь уравнев тождественно въ нуль. 


Изъ (3) по способу Алгебры получаем пропорщю: 


х—х Уи ее 
В0— ОВ 04—40, АВ ВА," 


4) 


равносильную двумъ уравнешямъ (8), (такъ какъ третьа 
урввнене, выводимое отеюда, есть слЪдетв!е порвыхъ двух). 
Какъ видимъ, пара уравнен!, представляющихь прямую, 
приводима къ такой форыЪ: 


{5) 


тдЪ { т, п постоянный, равно какъ и 2’, у’, г’. Что, наобо- 
роть, эта пропорщя (5) при веявихь значеняхь поетоянныхъ 
т пит, у, 2’ будеть предетавлять прямую, то это слЪ. 
дуеть изъ того, что она эквивалентна парЪ уравневй; 


тш— 2) —Цу—у)=0 пе) Ц —#)=0, (8) 


изъ которыхъ каждов въ отдёльноети, какъ заключающееся 
въ вид (3) пред. 8, предетавляеть плоскость. 


.. фот 
[Такъ какъ въ (5) два отношеня: я = могуть при- 


нимать каждое независимо одно отъ другого веф значення 
оть — со до -|-с5, то (5) предетавляеть при произвольныхъ 
1 т, в веего оо? прямыхь проходящихъ чрезъ точку (2’, у’, г’) 
проетранетва. Совокупность ихъ предетавляеть многообразие 
2-хъ измфрешЙ, элементомъ которато будеть веякая прямая, 
проходящая чредъ точку (я’, У,, 2). 

Изъ (5) легко получить друмя формы уравнетй пря- 
мой; напр. можно во три коордянаты х, у, 2 выразить чрезъ 
новую вспомогательную персыфаную (паралетрь, какъ назы- 
зають нвыцы: Рагатеег); положивъ для этого: 


() 
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мы получимъ отсюда: 


== ь, 
(8) уу, 
| #=#-- пи. 


'Изъ (5) же легко вывести характерное свойство прямой, 
заключающееся въ томъ, что веякая ярямая опрейьляется 
вяолнь двумя какими-либо своими точками. Въ самомъ диф, 
если прямая проходить чрезъ точки (х’, у’, 2’) и (5, У, 7), 
то ея уравнешя должны быть вида (5} и удовлетворятьея 
положешемь тамь 2—4”, уу", 2==:”, тавъ что рядомъ въ 
{5) будемъ имфть тождество: ^ 


уу 
я т 


(9) 


д№ля (5) на (9) почленно, по сокращении получимъ:” 


&— 


@9 РЕ 


откудв и елфдуеть еказанное (ибо въ точкЪ (х’, у’, 7’) каж- 
дое отношене въ (10) обращается въ нуль, а въ точкь 
(7, У, =") въ единицу). Вычитая изъ каждаго отношешя 
по 1, мы равенства въ (10) но нарушимъ, но получимъ; 


1) 


откуда по сличети съ (10) яветвуеть равнонравность объихъ 
точекъ (хм, у. и) и (>, у’, /’), опредфияющихь прямую. 
Она еще яенфе выступаеть изь третьей формы уравнений 
прямой, которую получимъ, раздфливъ почленно (10) на (11), 
именно: 


(12) Эду а. 


Эти уравненя и по освобождени оть знаменателей’ будуть 
1-ой степени, ибо члены 2-ой отенени сокращаются. 

'Изъ этой формы легко вывести друмя зыражешя ко- 
ординать хакой либо точки на прямой, опредёляемой точ- 


и 


ками (2’, у, 2’) и (1', у’, 7’), чрезь вепомогательную пере- 
м%нную (или параметръ). Положимтъ, чтобы ныть одно 
изь важнЪйшихь между такими выражещями: 


#—# 
—т" 


рЬшая уравиеше 


(18) 


(14) 


по 2, получимъ первую изъ слфдующихъ формулъ: 


ых 


а; (15) 


послЪде\я два выражешя найдутся точно также изъ (13). 
Изь (13) видно, что 4 будеть положительное, когда 
точка (х, у, 2) лежить между точками (2', у’, 2’) и (27 ‚у, 7’), 
ибо тогда чиснители и знамематели отвошенй (13) будуть 
противныхь знаковъ, и отрицательное, когдв точка (5, У, 2) 
лежить внЪ тЬхь другихь точект, ибо тогда числители и 
знаменатели отноше й (13) будуть одинаковыхь знаковъ. 
При А==0 точка (2, у, 2) совпадеть съ точкою (х’, у’, г’), 
при возрастани А до -|-со она будетъ приближаться въ точ- 
КВ (2", У’, 7), съ которою и совпадаетъ при 4 == -|- о. Когда 
4 оть +-о> перескочить къ — 0, точка (2, у, 2) перейдеть 
на другую сторону послфдней точки!) и будетъь удаляться 
оть ыея въ безконечность по мЪрф возраеташя 4 до —1; 
при каковомъ значеши точка (2, у, 2) удалится въ безконеч- 
ность. При дальнёйшемъ возрасташи & оть — 1 до 0 точка 


пб 2-2 Е ем = ;, 


= ИЕ. и, тдь 1-4 < 0, жогдв —00<4«—1, тогда 
иань при 0<;4 < -Е со оно, 14-4, было > 0. 


и также у-у= 
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{х, у, #2) етанеть приближаться оть безконечности къ точк№ 
(=, у’, =) въ ва стороны?), съ которою точкою и вовпадеть 
опять при 4==0. Такимъ образомъ, когда А будеть оть 0 
раети до |-со и эвтёыъ оть — ю до 0, точка, (х, у, 2) прой- 
деть полный кругь значевй по прямой, перейди сперва 
чрезъ точку {2”, у, 2”) кь безковечности и вернувшись от- 
туда еъ противоположной стороны въ иеходную` точку 
(2, у, =). 

Помножая въ (15} числителя и знаменателя на Ги по- 
лагая ==, мы дадимъ имъ Такой видъ: 


{16) 


$ 5. Чтобы найти точку пересЪфченя прямой (5) пред. $ 
съ плоевоетью 


[68 вх -|-6у-|-с2--@—0, 

достаточно подставить въ это уравнене выфето х, и, # ихь 

выраженя (8) черезъ и, выведенныя нами въ пред. $ изъ 

(5) того же 8; будемь имЪть: 

2) аж’ бус ра ич (м Е т -|- сп) =0, 

откуда найдемъ: 
аи. 

8) "— я Рот- ет ' 


внося вто въ (8) пред. $, будемъ имфть иекомыя координаты 
точки пересфчевшя прямой (5) пред. 8 съ плоекостью (1) 
наст. 3. Тавь какъ дия’и изъ уравненя (2) мы получили 
одно значеню (3), то отсюда слёдуеть, что прямая и плое- 


9) ибо по (16) брать 2-м А) и ко (предполагая 


=" >) будеть «0 вая —- ЕАО вакь. погко вмдоть. 
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кость могуть ветрьтиться только въ одной точк®. И д 
отвительно не трудно съ помош!ю (15) пред. $ доказать, что, 
если прямая будеть имфль дв точки обийя съ плоекоетью 
{1), то и во прочфя точки ея будуть лежать въ этой плос- 
кости. Въ евмомъ дфяф, такъ какъ по предиоложеню обь 
точки (х’, у’, 2’) и (>, у, 7) лежать въ плоскости {1), то мы 
будемъ имфть тождественно: 


ар’ ву {г -- 8 =0, | 
ва" | бус’ Ра=0; 


помножая второе изъ этихъь тождествь на А, ТДЪ 4 какое 
угодно чиело, и придавая ватЪмъ къ первому, по раздфле- 
вм результата на 1-|--1, будемъ имфть такое тождество: 


(4) 


оао 6) 


это же ееть результать вотавки въ уравнеше {1} выЪфето 
х, у, 2 ихъ выражешй изь (15) пред. $, т. е. коордянать 
какой-либо точки прямой, имфющей съ плоскостью (1) общи- 
ми точки (х’, у’, =’) и (а, у', 7’); слд. веякая точка этой 
прямой лежить въ пноскоети (1). А потому можемъ оказать, 
что „плоскость собержить в% себю всецело всяхую прямую, 
зымеющую съ нею дов точки общая“. (Въ синтетичевкой геоме- 
три это предложене берется обыкновенно 88 опредфлене 
плоскоети). 

Замётимъ еще, что „Прямая, пересфкая плоскоеть, пе- 
реходитъ въ одной вя стороны на другую“, ибо результать 


ВСТАВКИ Ее въ первую чаоть уравне- 
я (2) нвет, $ приводится къ такому: 
(м -- тс), {6) 


слЪд. будегь мфнять знакъ съ перемфною знака г. 

$6. Чрезъ каждую прямую можно провести безчивлен- 
нов множество плоскостей. Въ самомъ дфлЪ, возьмемъ пря- 
мую, опредфляемую парою уравненй (2) 8 4; если помно- 
жимъ ьторое изъ етихъ уравнен! на 1, произвольное поето- 
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яинов:и сложимъ съ первымъ, то полученное уравиен!е: 


0) 42484-60 Ая ву бе рд=о, 


будучи уравнешемъ первой степени отновительно текущихь 
хоординать, представить тоже плоскость, которая проходить 
чрезъ ту же прямую (2} 8 4, ибо въ силу этихъь уразненй 
для координать каждой точки этой прямой отдфлЬно обра- 
щаются въ нуль какъ членъ, множащся на 4, такъ и не- 
зависятий оть него. Совокупность вефхь этихъ плоекостей, 
получаемыхъ, когда А будемъ ‘давать веф значевя оть — со 
до -|- <>, образуеть многообраз!е со! плоскостей, именуемое 
учкомь плоскостей; прямая, чревъ которую проходять во 
эти плоскости, предетавляемая парою уравневйй {2) $ 4, на. 
зываетея осью пучка. Такъ какъ уравнев!е (1) наст. $ содёр- 
жить лишь одну произвольную постоянную й, различным 
значеншямъ которой отвфчаютъ различныя плоскости, то для 
окончательнаго опредЪлетя каждой плоскости пучка доета- 
точно одного уеловйя: проходить чрезъ данную точку (л', у’, 2’), 
не лежащую на оси пучка. Въ еамомъ дЬлЪ, подотавляя 
вместо текущихь координать въ уравнен!е (1) координаты 
этой точки, мы будемъ имЪфть по условую, что плоскость (1) 
должна проходить чрезъ эту точку: у 


(2) ду Ву огра Ву В -- В) =0, 
откуда найдемъ: 
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{8) р, 


зто предетввляеть опредфленную величину, такъ какъ чис- 
литель и знаменатель не могуть заразъ быть равны нудю, 
ибо точка (=’, у’, 2} по предположеню не лежить на оси 
пучка. Подетавляя это. значен!е 4 въ уравнев!е (1), по осво- 
бождени ого оть внаменателя получимъ уравнен!е искомой 
плоскости пучка: ” 


9 деву ев севу 
руде Вит бит. = 


15 
яфвая часть которего предетавляеть раекрытов выразиню 
опредфлителя: 
4х Ву --& -Р деву +62 Ь, 


диву Ь д вичорр,|” ® 


въ этой формЬ уравнен!е искомой плоскости получается 
прямо чрезъ исключен! 1 и А изъ уравненй (1}н (2), ко- 
торыя суть однородныя первой степени относительно етой 
пары величинъ. ’ 

Въ чаетномъ случаф, уравнене плоекоети, проходищей 
чрезъ ось <-овъ, ОХ, какъ лини пересфченя плоскости у —= 0 
и 2—0, предетавится въ формЪ: 


у-- 2 =, (2) 


Если эта плоскость должна проходить чрезъ точку 
(а, В, >), то подетавляя эти координаты во (9') получимъ 


В =0 8) 


откуда чрезъ исключеню 1 и 4 получимъ уравнен!е искомой 
плоскости, 
— #0. @) 
Такъ какъ ось пучка опредфляется двумя точками, 
напр. (х”, У", 2”) и (5, у", 2”), то изъ только-что изложен- 
наго слЪдуеть, (такъ какъ каждую плоскость можно раз- 
сматривать какъь принадлежащую нЪФкоторому пучку), что 
положене веякой плоекости опредфляетея тремя точками, 
нележащими на одной прямой. Это то, что можеть быть п 
непоередетвенно выведено изъ самого опредёлешя плоскости, 
даннаго въ $ 8, какъ то будеть показано въ влфдующемъ 8. 
$7. Въ общемъ уравнения плоскости: 


Ав-|- Ву 8 Р=0 4) 


четыре неиавфотныхь коэффищента; но такъь какъ всякое 
урёвнев:е можеть быть умножено на ‘постояиное количество 
отличное оть нуля, то опредфленю поддлежать соботвевно 
три. отношеня коеффищентовъ къ одному изъ нихъ, непр. 
д:0,.В:2; С:О;. вяфд. дия опредфленя плоскоети тре- 
буютея трн увловыя. Таковыми будуть углошя проходать 
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чрезъ каждую изъ трехъ даиныхъ точекъ: (уу, 2), о 2) 
и (2, уз. 25). Это требоване даеть тавйя три уравнешя дия 
опредфлен!я отношенйй трехь изъ коэффищентовъь къ чет- 
вертому: 
4 -- Ви -- @&-+ 0:0, 
© Аж, -|- Ву -Р О&-- Р=0, 
| Аж-- Ви-- б-р =0, 


откуда выведемъ по правиламъ Млгебры такую пропорцю: 


А в. б р», 
РА #1 : 21 = } ел ид 1 я, Ел 2 
® или вай вы! В ыьь 
ва ви щит 23 аа 


Отеюда получаются опредфленныя и конечныя значеня 
для А, В, (С, О, ебли только не равны заразъ нулю два изъ 
первыхъ трехъ опредЪлителей; въ послфдиемъ случая будуть 
равны нулю и остальные два, и изъ пропорщи (8) не полу- 
чатся опредьленныя отношешя для искомыхь коэффищен. 
товъ. Въ самомъ дЪлЪ, вычитая третью строку изъ первой 
и второй, мы дадимъ этимъ опредфлителямъ такой видъ: 


2 д 1 
па Е 93 7—й тя 21—23 1—5 
ви 1|- НИ 28 2—2 
в) 1 8 |, 2; 1 2— 28 23 — 
2, У 
вт 11—28 и — 
ит в ив 
и: ри 
3 И | = 3—2 а 2—2 = 
{5} Я: Ув 28 3 Е 23 
до 2—4, ‘| аг-2ь 2—2 2—2 |. 
В ие деть Уз Уз" 


2) проваведя мъ дорвыхь двух опредфлителязЬ ируговыя пере- 
еанови стозбцевь, немзыфняющи, аи ‘ИЗББотно, анёкя спредънате 
лез уго зюриний, я веренен ‘вь ибчидией, ово вйъхт. > въ 
эмалиниыень.. 


1? 


изъ (5) видно, что послёдяй! опредЪфлитель въ (3) будеть 
разенъ нулю, когда равны нулю первые три; но изъ этихь 
трет всегда будеть равень нулю, когда равны первые два, 
ибо равенство нулю первыхь двухъ приводить насъ къ та- 
кой пропорщи: 


{6) 


фа 2 6—4 


иаъ которой и елфдуеть сказанное сейчасъ!). Но, есни рав- 
ны нулю одниъ изъ первыхь трехь опредфлителей въ (3), 
напр. первый, и послФде!й, то остальные два могуть быть 
и не равны нулю, ибо изъ (5) въ одфланномъ сейчаеъ пред- 
положен получитея лишь такое соотношеше между’ ними: 


2 23 2—5 у — 
и +4 


2—% % —% ит 


Итакъ только въ указанномъ случа иметь мфето слу. 
чай неспредфленноети коэффищентовь 4, В, С, В: это —когда. 
два изъ трехь первыхь опредфлителей зъ (8} равны нулю, 
или, что тоже, когда имфеть мфето пропорщя (6). Сличая 
ее съ пропорщей (11) $ 4, мы видимъ, что это, соглаепо во 
сказаннымь въ пред. 8, будеть имфть мото лншь тогда, 
когда три данныя точки будуть лежать на одной прямой; 
во веякомъ другомъ слузаф мы получимъ изъ пропорци 
(8) опредфленныя значе для отношен!Й трехъ изъ козф- 
фищентовъ уравневя (1) кь четвертому. 

Подставляя ихъ въ (1), или. что тоже, замфняя въ (1) 
величины А, В, С, В имъ пропориюнальными по (3), мы бу- 


пла 2, 2; 1 2 у 1 2 У: 
| ау 1 +76 9 || № в >| =0, {1} 
#21 28 ж% 1 2 у 1 2 Уз 25 


3) этого не будеть только въ томъ случаЪ, когда, напр. первые 
два опредьлителя обращаются въ нуль тождественно, —Котда 21 дат 7. 
лад, не дають соотношенй! между координатами трежь точек. 


или: 
ут 

®) ил =, 
2 1 
2 9 25 1 


въ какой форм  уравнеше искомой пловкости получится 
прямо, исключая А, В, 0, Р изъ уравневй (1) и. (2). Это 
уравнеше выражаеть услов, чтобы четыре точки” (2, у, 2), 
(2, и, 2), ь, У, 2) и. (05, Уз, 23) леедии 99, % 2 плов 
кости. . 

„ Иели плоскоеть проходить чрезъ точьу . -0, у=0, 
2—0, начало координать, то уравнен!е (8} (или @) должно 
уловлетворятьея этими значешями текущихь координать; 
сдьлавь же это положенше въ (8) (или (7)), мы получимъ: 


. я А 
9). 2 у 


28 Уз 27а 


таково уелов!е того, чтобы три точки (м, у,, 21), (х., У», 25) 
и (2., Из, 23) лежали въ плоскоети, проходящей чрезт, нача- 
ло координатъ. Въ этомъ случаф изъ (8) будоть слфдо- 
вать, что 


{10) р=о, 
что приводить уравнеше {1) къ виду: 
[у Аз-- Ву (#0, 


откуда ясно, что плоскость проходить чрезъ начало коор- 
динатъ, ибо это уравнев!е обращается тождеетвенно въ нуль 
чрезъ положен въ немъ 7-0, у—0, 5=0. Длая тоже 
положене въ (1), приходимь къ (10); слд. это необходимое 
и достаточное услов:е для того, чтобы плоскоеть (1) нрохо- 
дила чрезъ начало координать.-Если пожелаемъ опредв- 
лить въ уравнеши (11) коэффищенты 4, В, С по условию, 
чтобы эть плоскость проходила также чрезь точки (2, у, 2}, 
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(хо, Уз, 25) и (2, у, ато поолфднюю изъ нить мы уже 
н6 можемъ выбрать произвольно, ибо онаё по вчету’ будеть 
уже четвертая, такъ какь первая есть начало координать; 
но должны выбрать вв такъ, чтобы имфло имфсто между ихъ 
коордянатами соотношене (9), которое есть пе что иное, 
какъ услове (8), которому должны удовлетворять коорди- 
наты четырекь точекъ для, того, чтобы эти точки могли ле- 
жать въ одной плосковти, примфненное къ. тому случаю, 
когда одна изъ этихъ точекъ еовпадаеть съ началомъ ко- 
ординать. И дЪиствительно, фели мы пожелаемт, опредЪлить 
коэффищенты уравнения (11) изъ услошя, чтобы предетавля- 
эмая имъ плоскоеть проходила зрезь точки (2, у, 2), 
{2,3 23) и (23, Уз, 23), то мы должны р®шить по 4, В, С 
такую систему совокупныхъ одуородныхь уравиен!: 


` Аж, Ви, | а, =0, } 
Аж, -- Вуз-|- О 0, | (12) 
Аж -- Вуз | бв=0; | 


эта же система уравнон!й булеть имфть ршеня отличныя 
оть нуля только при услов!и (9). 


$ 7.. Уравнен!е прямой въ плоскости ХОТ представится 
пзрою такихъ уравненйА; 


от 


#2=0; 


1) 


для опредЪленя двухъ отноше 
А:В:В (2) 
коэффишентовъ къ третьему нужны два условя. За таковыя 
можно взять услов:я проходить черезъ точки (2, у», 2 =0} 
и (2, %, 220); это доставить два условя; 
ыы Вы: м 
дз -- Ву, -- =. 
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неключая Л, В, Л изъ (1) и (3), получим: 
ут 
в) 2, у, 1|=0. 
23 №1 
Если точка (71, у) лежить на этой прямой (4), то бу- 
деть тождеетвенно: 
2: 1 
5) Г фе 11 ==0: 
2 1 
это равенство вырёжаеть уснове для того, чтобы три точки 
(21, у), 2, и) и @:, №) въ плоскости ХОТ лежали на 
одной прямой. 
$ 8. Помножимъ въ опрещьяител (8) $ 6 третью 
строку на 1, четвертую на и, и сумму икь придадимъ ко 
второй; четвертый элементъ 2-й строки поелЪ этого сдЪф- 
лается =1-|-1-|-№; раздёливь всю етроку на это количе- 
ство, мы одфлаемъ опять этоть четвертый влементь = 1, 
какъ и веф прое элементы поелфдняго столбца, и уравне- 
1 (8) $ 6 обратится въ твков 
я у # 1 
ое р ими да | о 
| ЕЕ Аи Е-а+в 
ы № 2 1 


13 в 2: 1 


оно будегь удовлетворено при вобхъ возможныхь значен!- 
яхъ Ди р, вели мы примемъ: 


аа, , имени, „ара 

тв тАь № ТЯ › 
#60 тогда въ опредфлитель (1) перввя и вторая строки бу- 
дуть одинвковыми, и иотому онъ будеть тождественно == 0. 
Эва равенетва (2) дёють выражен: кобрдинать зюбой точни 


и 
плоскости, опредфляемой тремя данными точками, хрезъ ко- 
ординаты этихъ точекь при помощи двухъ. параметровъ 4 
и м. Эти выражевя могуть быть получены еше иначе, имен- 
но по тому способу, по которому были нами выведены въ 
85 формулы (15) 8 4. Помножая второе изъ урввненйй (2} 
$ 7 ва 4, третье на и, и придавая ихъ еумму поел этого 
къ первому, цо раздфлени на 1-|-4-- р полученнаго такимъ 
обрааомъ результата, будемъ имфть такое тождество; 


дб ННты ре, ур -Едеы-Нияь 
Ани НВ Начни бань +220 


что предетавляеть результать вставки въ уравнене (1) $7 
выфето х, у, 2 ихъ выражен! чрезъ перемфнныя Ди п изъ 
{2) наст. 8. Относительно этихъ выражен замфтимъ, что 
они дають =, у=у, 2=2 при А=0, н=0; затёмъ 
та, у=и, 2-2, при Д=со, и-=й; наконець х==жь, 
У=ув, 2—4, при А=} и-==оо, гдЪ & и { кащшя угодно ко- 
нечныя значеня, ибо 1 = 0, а тавже и а №ь 


при А ==, равно какъ и .н 


-+ 8 ‚ @) 


и проч. 


и проч. при и ==оо. 

ели въ формулахъ (2) положимъ и-=0, то онВ обра- 
тятоя въ формулы (15) $ 4, дающыя точки прямой, прохо- 
дящей чрезь точки (2, У, #1) и (2, У», 22); если положимъ 
А=0, то онф обратятея въ формулы, даюпия точно также 
вез точки прямой, проходящей чрезъ точки (х,, у:, 21) и 
{7з, уз, 23). Об прямыя пересфкаются въ точк® (2; И, 21); 
слЪл. „чрезь двЪ пересЪкаюцияся прямыя всегда можно 
провеети плоскость“. 

$ 8. Но формулы (2) можно еще и такъ предетавить: 


анны ——— @ 


аа 
1 А-в 


полагая 


откуда найдемъ: 


(6) =. в гр — 
окончательно будемь имЪть первую изъ ‘слфдующихь 
формулъ: - 


9) 


другя двЪф найдутея оь помонйю т®хъ же самыхъ преобра- 
зован!й. 

При »-== ноет. и я перемфнномъ эти формулы дадуть 
прямую, проходящую чрезъ точки (2, и, 21} и (х,, И, г), 
изъ которыхь поелфдния находится на прямой, проходящей 
чрезъ точки (25. у», 25) и (хз, уз, 23}, влВл. въ плоскоети 
(1) (или (8)); давая параметру у воевозможныя веще- 
ственныя значеня отъ —с2 и до -|-50, мы получимъ мно- 
гообраз!е со! нрямыхъ, проходящих чрезь точку {21, |, 2) 
и лежащихь въ плоскости, опредфляемой точками (1}, (2), 
(3), какь то елфдуеть изъ (3) по (5) $5. Въ отой точкЪ 
{2, у, 21} вершин пучка прямыхь, каждая прямая дЪ- 
литея на деф полупрямыя (Каган), навываемыя также вех 
торами или лучами"), изъ которыхъ одна вотрёчаеть пря- 
мую, проходящую чрезъ точки (2, Уз, 25) и (м;, Уз» 28), дру- 
тая идеть въ протавоположную сторону. Если волЪдетыв 
измунен!я параметра » точка (7,, у,, 2,) будеть удаляться 
въ безконечность со стороны точки (%., у», 25), то прямая, 
проходищая чрезъ нев и (я;, у, у) будеть стремиться къ 
нфкоторому предзльному положено ЁР», а когда та-же точка. 
{=„, у», 25} будеть уделяться въ безконечность во стороны 
точки {т}, У., 23), то— къ нЪкоторому предфльному положе- 


п). Зена, Фоотоёме дог Шнбе. 8 1 ж 2; Казанв 1. с. 
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вю 7%. ВеЪ прямыя нашего многообразя..будутъ. таким 
образомъ покрывать чаеть плоскости, оть точки (м. У, 21) 
въ оторону къ прямой (2—8), между прямыми № и №, и 
въ сторону противоположную, отъ (|, У, 2\) между про- 
должешями ихъ Ё’, и Г’. Если эти прямыя не совпадаютъ, 
то координаты точекъ плоскости, лежащихь между лучами 
ь и Г, и между лучами Г/) и Г, не будутъ предетавлять- 
эя„формуламыи (2), & э10 не такь. Правда, въ этихъ форму- 
лахь кавъ будто. точка (2, у, 2) играеть другую роль, 
чВыъ остальныя; но помножая числителя и знаменателя 
этихъь формулъ на }, и полагая 4=т, Ш-=я, мы дадимъ 
имъ такой видъ: 


рати, ет еть , _оетаньнаь 2) 
рии ‘Трира ' ре-рю 8) 
симывтричный относительно трехъ точекъ, а отсюда, раздЪ- 
ляя числитель и знаменатель на коэффищенть при коорди- 
натахь той, другой или третьей точки, мы придемъ къ тремъ 
труппамъ формуль, кань (2), въ которыхь роль точки 
(2, у:, 21) будуть играть но очереди веЪ 8 точки; олд, ве 
три формулы этихь выраженй вообще имфють мфето въ 
каждой точкЪ плоекоети. Дйетвительно, если даны коорди- 
наты точки находящейся въ плоскости: х==жо, У=Е\и, ==, 
то подставляя это въ (8), для опредЪлешя козффищентовъ 
$ т, п получамъ систему твкихъ трехъ уравневй: 


И — п) т (тж в в —20 50 | 
и -ю тт в вфю=0 | [6 


Па — п-т — ан — 9 =0 


которая будеть имть рьшеня конечныя, опредфленныя, от- 
личныя вообще оть нуля, когда будеть: 


21 — №, 20—20, 24 — Фо 


фм, и в- и |= 


21 — 20, 21 — 20, 23 — % 


3) вановыя формулы могуть быть получены и прямо по обошы 
оповобамъ $ 8, какъ легко. видёть. 


что можно ин такъ написать: 


ЕЕ ` 


20 2: 2. Ту 


(10) 


ЕЕ 
20 21 23 23 
т. в. ногда веф четыре точки находятся въ одной плоскоети 


{соглаено (8) 8 7,). Какое нибудь изъ $ т, п, напр: 1, обра- 
титея въ нуль, когда будеть 


т 2—2 _ У — № _ 22—20 п, 
) 5-м № 2—2 т 


какъь то видно изъ (9), а это значить по (12) $4, когда 
точка (2, уз, 20) будеть лежать на прямой, проходящей 
трезъ точки (х., \, 2.) и (2., Уз, 23). СлЪд. только въ этомъ 
случа будемь имЪть дв® формулы прежняго типа; вообще 
же ихъ будеть три. 

Итакъ, выше упомянутья предёльныя прямыя Г» и Г. 
встр®чающя прямую (2,, у, 2) (та, Уз, 23} [короче {28}] ва 
безконечносты со стороны первой, или со стороны второй 
изъ этихъ точекъ, совпадаютъ одна еъ другой, если ихь 
взять вмфетЬ съ продолжешями Г, и РК. въ противную 
сторону, а стало быть и обф точки ветрфчи ихъ еь прямою 
(28), лежания въ безконечноети, сливаются въ одну, ибо двЪ 
прямыя не могуть имфть болЪе одной точки ветрфчи, не 
совпадая одна съ другою, потому что по $ 4 прямая вполнЪ 
опредфляется двумя точками. Воть почему также про безко- 
нечно-удаленную точку прямой въ Геометри принято гово- 
рить въ единетвенномъ чиелф. 

8 8. Вообще, двЪ прямыя звданныя на удачу, одна 
такими уравнешями; 


(12) 


и другая елфдующими: 


ха" 


(13) У _ 
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не` будуть ветрьчиткея ‘одна съ: другою: дия ‘возможности 
этого ‘поетоянныя ихь уравнеюй должны удовлетворить из- 
вфетному узловтю. ДЪйотвительно, для ‘координать точки 
зветрьчи (%, У, 20) по {8) 8 4 будемъ изъ (12) и (18} иыфть: 


жа’ м =" Ро ] 

ео уу" Е тит’; (14) 
вони = то; | 

и" ИНН и и о олфдують таыя уравненя: 


би м — № =0; 


УИ ти то 0; {15) 
и — И пи — по =0; | 


для совыетности которыхъь должно быть выполнено такое 
услове: 


ттт Р 
уу тт' 0, (16) 
Рип 

или въ раскрытой формЪ: 

(т — зы’) ("и би) - Нат те"). (47) 


Когда оно выполнено, то рёшая каждую пару изъ уравне- 
эй (15), получимъ для ци 9 тая три выражешя: 


ти г |уи 


ри 
т (18) 
г 
жути Пи 
Уи) 


ТОР 
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Эти значеым будуть вообще конечныя и опредфлевнья, 

а елЪл. по (14) таковыми будуть и 25, №, 20. Еели въ (18) 

(8 елёд. и вь (19}) два знаменателя будуть равны нулю, 

то тогда и третй будеть равепъ нулю, ибо изь равенства, 
нулю первыхъ двухъ получается: 


4; (20) 


еели изъ числителей не болзе однаго будетъ равенъ яулю, 
то изь (18) и (19) для и и х получатся безконечныя значе- 
ня, а слд. изъ (14) таковыя и для (2, Уз, 2о): точка ветр®- 
чи прямыхь будеть слЪд. находиться при этихь услошяхъ 
въ безконечноети. Еели же два изъ зислителей т, (и вел д- 
стве (20) и чиелителей и) будуть раввы нулю, тоже будетъ 
и еь третьимъ, ибо изъ равенства нулю двухъ упомянутыхъ 
чиеслителей будетъ слВдовать: 


= 


е) 


тогда для н и 9 получатся изъ (18) и (19} неопредЪленности 
о 


ел. по (14) неопредвленными будуть и о» \, 20; т, е. 


5; 
веф точки будуть общя обЪимъ прямиыъ. И дйетвительно, 
изъ (21} по еличени съ (12) и (13) въ виду (20) слЪдуетъ, 


что обЪ точки (х', у’, 2’) и (1”, у", 2") привадложать объямъ 
прямымъ (12) и (13), а слЪд. и веВ про'ия ‘точки будуть 
обиця [$ 41, 

Прямая, ветрЬчающая другую лишь на безконечяости, 
называется ей параллельною. Равенетво (20) выражаеть уело- 
ве параллельности двухь прямышь (12) и {18}. Какъ ви- 
димъ изъ предыдущаго анализа прямыхь № и Гу, чрезъ 
точку, нележащую на данной прямой, {2)—(8), можно про- 
вести только одну парвллельную вй прямую, воглаено еъ 
иостулатомть Евклида, и вопреки допущено Лобачевекало, 

89. Спорный вопроеъь рЪшается такимъь образомъ 
весьма просто, если дать полное опредЪфлене прямой и 
плоскости, что возможно лить въ проетрацетвВ $ хъ измЪ- 
ревй. какъ это я показаль раньше въ другихь статьять, 
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идя ‘путемъ сиятетическимь !). Тамь я опредЪлилъ сперва 
прямую, кань‘линно, которая опредфляетея двумя какими 
бы то ни было своими точками въ проетранствЪ 3-5 изм®- 
рой, в залЪыъ по ней уже пиоскоеть, какъ такую поверх- 
ность, которая содержить въ себф воецфло всякую прямую, 
‘броходящую чрезь дьЪ кавя-либо’ вя, поверхяости, точки; 
`вдфеь я бпредфлиль  вперва плоекость, какъ поверхность, 
или двумЪфрное многообраз!е, 1-ой степени, в по ней прямую, 
какъ линпо переофченя двухъ плоскостей, и отеюда вывель 
хариктерныя евойства прямой--опредфляться въ простран- 
етвЪ трехъ измЪфрен!Й двумя точками, и плоскости—заклю- 
чать рь себЪ веецфло веякую прямую, проходящую чрезъ 
двЪф как-либо ея точки, которыми свойствами я опредфлилъ 
тамъ эти два геометричеекя образа. Тоже можно сцдЪлать 
и въ Аналитической Геометрии. 

Двф различвыя лини, опрёдфляющеся двумя какими- 
бы то ни было своими точками каждая, не моглуть перес\- 
катлься бол№е какь въ одной точкЪ, ибо въ силу опредфле- 
ня ихь (6 оп) ол® иначе совпали бы, т. е. имфли бы 
веЪ точки общ; но какъ для нахождешя общей точки 
двухь лин нужно рышить систему въ 4 уравненя, имеп- 
но систему, состоящую наъ двухь уравненшй одной лини и 
двукьъ другой, то эти уравнен{, долженотвуя имфть всегда 
‘не болЪе однаго рышеня, не могуть быть степени выше 
1-ой каждов, ибо по теорем Безу- въ противномъ случаЪ 
получится нфеколько ршенй; елл. вообще лишя. опред- 
ляющаяся двумя какими бы то ни было евонми точками, 
предетавится парою оовокупныхъь уравнев:й 1-ой степени, 
т. в. вида: 


Ав Ву 0 О 0, 
А,2- Ви, + Са, + В, 0, 


а) 


которыя могутъ быть сведены, какъ видфли въ $ 4, къ про- 
порщи (5) того же 8. Плоскость. со всякой прямой можеть 


2) „Одна теорема зиоментарной геометрии, Жур. Ман. Народ. 
Просвьщеня. 1908 г. Апр. стр. 88. Дополнен® къ этой стать: „Письмо 
’ въ Редакцую“. Тамъ жа: 1910.г. Яша, отр. 216. 
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пересекаться, въ силу ея опредфлевя (46бт оп) не. болфе 
вакъ въ одной точк®; елфд. ея уравнеше должно быть пер- 
вой степени, елЪд. вида! 


(2) авиа = 
Мы приходимь такимъ образомъ, исходя изъ указан- 


ныхь сойчаеъ свойетвъ примой и плоскоети, кь прежнимъ 
опродфлештямъ 58 8 и 4. 


ГЛАВА ИП. 
Инвар}1 анты. 


$ 10. Вернемся къ пропорщи (5) $ 4. По извфстному 
свойству пропоршЙ, мы можемъ ее такъ перепиеать; 

Ув уу. 

Уи я * 


—= 


= 
@ 2 


отсюда найдемтъ, полагая 


тей; 


ФУ ЕОтУЕЕт", = 
1 т п 
(3} =’ =: => 


{1) сльдующы выражен для текущихь координатф прямой: 
® вара, уу эн, 


— уравнены вида (8) 8 4. Величину # условились принимать 
положительною; тогда знаки а, В, 7 будуть соотвЪтственно 
тЪ же, что и р т, п. Этими величинами опредфляетея на- 
правлеше одного изъ лучей, на которые прямая (1) раздЪ- 
ляется точкою (5’, у’, г’), идущаго оть тозки (2’, у’, 2') къ 
перемфнной точкВ (2, у, 2), именно того, для котораго чие- 
лители отношенй (1) имфють соотьфтетвенно одинаковые 
знаки съ ихъ знамонателями | т, п. Для этого направлен 
будеть з>0; для противоположнаго, идущаго отъ (т’, у’, г’) 


5 


зъ противную еторону, должно брать Для 4 чнеленное из 
ченё корня У&— я") -|- (уф у’) #)? со знакомъь —. 
Если же хотимъ считать # веегда положительнымъ, то знакЪ 
— должны отнести къ корню Уи т. в. & счатать 
отрицатеньным», ибо лЪвыя части (1) будуть имфть числи- 
теля и знаменателя противныхъ эняковъ; и олд, означая 
поетоянныя этого ивправленя чрезъ а’, В", у’, мы будемъ 
имфть: 


о ‚ 
а р о = [5] 


——вели опять  будемъ считать положительнымъ. Эти ра- 
венства на основав (3) могуть быть твкъ написаны: 


в=—фа Р=-в и=-Ь. {6) 


Постоянныя какъ перваго, такъ и второго направлена, 
‹вазаны, какъ легко видЪфть, такимъ уравненемъ: 


ее, ® 
Въ уравнении (10) 8 6 имфемъ: 


15а, РУ, вии, ® 


и потому постоянныя направлешя, идущего отъ точки 
(и, у, г) кь точкЪ (д", У, 7) по (2) и (3) нает. $ будуть 
тактя: 

ро ии ре 
== - ‚Вы ‚у= . © 
“ТУБЕУЕНУТУЕСВУ ПУ. ® 


у.... 


Для противоположнаго направлешя нужно переставить 
обЪ точки между собою, оть чего постоянныя направлешя 
перемфнять лишь свой знакъ на противный, согласно съ 
(6). Еели для краткости означнмъ точку (д’, у’, 2) чрезъ М, 
точку (5”, у’, Г) чрезъ №, то направлеве отъ М кь М будемъ 
обозначать зрезъ ММ, или просто ММ, тогда какъ противо- 


положное, оть № къ М, чрезъ ММ, или просто ММ, ставя 
еперва букву, обозначающую исходную точку луча, а потомъ 
какую нибудь точку ив этомъ лучЪ. Формулы (9) дають 


поетоянныя изправлешя ММ. 


8 11. Формулы (7) и (7’) $8 позвояяють разематри- 
вать веЪ точки плоскости, опредфляемой тремя точками: 
А (5, и, 2), В (лад, 25) и О (тв, Уз, 23}, кажь точки пучка 
прямыхь проходящихь чрезь точку А, ветрёчающихь ВС, 
и лежащихь между предёльными прямыми Хи Г», совпа- 
дающими одна съ другой, какъ въ томъ’$ было доказано. 
Въ точкЪ А каждая прямая пучка дЪлится на два луча, 
изъ которыхъ одинъ ицеть оть А къ точкВ на прямой ВО, 
другой въ противную еторону. Лия 2, == Ё, раздляеть 
плоекоеть на двЪ половины: точки первыхь лучей будуть 
принадлежать той половинЪ плоскоети, въ которой лежить 
прямая ВС, точки вторыхъ лучей другой половин плоско. 
ети. Мыеленный переходь оть одной прямой, (или луча), 
къ другой прямой (или къ другому лучу) того же пучка 
прямыхъ, проходящих чрезъ точку А (или лучей, `выходя- 
щихъ изъ этой точки. 4), чрезъ всЪ промежуточных прямыя 
{или лучи), мы будемь называть для краткости вращенемъ 
прямой (или луча) около точки. Такимъ образомъь можно 
сказать, что лучъ, ветрьчающ прямую ВС, вращанеь оть 
положешя предфльнаго луча Г, до положеня луча 1%, 
{совпадающаго еъ продолжевемъ РЁ»), описываеть ту поло- 
вину плоскости (ту полунлоскоеть по х. Эви и Кагану), 
въ которой ложить прямая ВС; а ого противоположный, 
составляющй съ нимъ одну прямую, описываетъ въ то же 
время другую половину плоскости, неводержьшую этой иря- 
мой ВС вращаясь оть положешя предЪльной прямой Р, до 
положешя РЁ», (совпадающаго съ Г’з). 

Еели въ (7) 8 8 мы будемь измЪнять » оть 0 до со, 
то лучь вотрьчающ прямую ВС опишеть лишь часть этой 
полуплоскости, лежащую между лучами АВи АС, придя 
изъ порваго положешя во второе чрезъ во промежуточныя, 
ветрчающя прямую ВС межку точками В и С. Такая часть 
илоскоёти, лежащая между двумя лучами АВ и АС, выхо- 
дящими иаъ точки А, называется углом5; его обозначают 
такъ: 

Д ВАС, 


етавя въ середину букву, обозначающую исходную точну 
лучей, называемую верииенною угла, в по обЪ стороны ея по 


Е 


буквЪ, обозначающей точву; взятую гдЪ’ либо’ одна’ на’.0д 
вомъ, другаяс‘на другомъ изъ крайникь ‘положен! луча, 
АВи АС, вазывавмыхь сторонами угла. Когда лучъ, вотр- 
чаюлй примую ВС, описываеть уголъ ВАС, его противопо- 
ложный“ лучъ’ описываеть уголь В’А’С, лежащ И ‘между. 
продолженями АВ” АС’ лучей АВ и АС въ противвую ето- 
рону. Этоть ‘уголь, ‘имфюнеЙ общую вершину А еъ первымъ, 
> своими: сторонами продолжешя сторонъ перваго, называ- 
ется его вертикальным; оба вмЪстЬ суть вертикальные одянъ 
друтого:`Каждая тряызя Г.Р’ дълить илоекоеть пополамъ, на 
двЪ ‘полуплоскости; если ивъ какой либо точки 0 этой пря- 
мой проведем въ которой нибудь изъ этихъ полупноеко- 
етей лучь ОМ, то онъ раздзлить эту полуплоскоеть на два 
угла: МОГ, и МОГ’: таве два угла, имфюще общую сторо: 
ну ОМ, в другими сторонами два аротивоположные. луча 
ОГ в ОГ/; ив. которые точка 0 дфлить прямую Ё1/,; навы- 
ваютея смежными. Углы, имъюпуе при общей вершин одну 
сторону общую, а друйя лежащими по обЪ стороны общей, 
называютея послюдовательными узлами; уголь образуемый 
этими ивобщими сторонами двухъ послфдовательныхъ угловъ 
занимаеть ту же часть плоскости, что оба послфдовательные 
угла выфетЬ, а потому называется ихъ суммою. Это поняе 
легко распространяется на какое угодно число послЪлователь- 
ныхь угловъ.—Если углы СОВ и ООВ имЪфють сторону ОВ 
общую, а друмя ОС и ОР лежащими по одну сторону общей, 
ОВ, то въ влучаЪ совпевдешя ОР съ ОС, и только въ этомъ 
случаЪ, они будуть равны одинъ другому; если же эти ето- 
роны не еовпадутъ, то сторона одняго пойдеть непремфнво 
внутри или внЪ другого угла. Если ОР пойдеть внутри 
угла СОВ, то уголь РОВ будеть меньше угла СОВ, что 
такъ обозначается: ` 


дровх< / 608; 


если же сторона ОР пойдеть вн угла СОВ, слЪд. ОС вну- 
три угла ООВ, то будеть 


д ров> д 608. 


Въ обоихъ случаяхъ уголъ, образуемый сторонамн ОС’ 
и ОР обоихъ угловъ, будеть разность этижь углоьь СОВ и 
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РОВ. Эть разность будеть сопровождалься знажомъ --, когда 
изъ бельшаго угла будеть вычитаться меньш!, м знакомъ 
—, ногда изъ менышаго угла будеть вычиталься ббльшй- 

Углы, описываемые лучемь врашающимея въ одну 
оторону оть опредфленнаго луча, считаютея положительны- 
ми; углы опиеываемые имъ, вращаясь въ противную еторо- 
ну, принимаются въ этомъ случаЪ отрицательными. При 
этомъ услови дфйствя сложена и вычиташя надъ углами 
подчиняются законамъ алгебры. 

$. 12. Въ обоихь послЪднихь 538 мы вотрётилиеь съ ве- 
личинеми новыхь родовъ: 8 и углами; ими мы должны з9- 
нятьея прежде всего; должны изолфдовать ихь овойства и 
найти связь между ними, которая дала бы возможность и 
углы выражать чиолами, какъ то дфлаеть формула (2) пред. 8 
дия $. Мы будемъ теперь для яености приписывать къ # 
значки начальной и конечной тозки, такъ что будеть; 


а) в = У — 2) — ие — 24) 

Эта величина, зависящая лишь оть разностей соотв т- 
ственныхь координать обфихъ конечныхъ точекь, не изы\№- 
нитея если во 2 увеличимъ чё одно и тоже количество в, 
во у на одно и тоже количество 8, веЪ 2 на одно и тоже 
количество у, такъ что, если 


| эра, уз = т, 
ааа, УВ = 


(2) 
то будеть 
9 зи, УЕ, в, 


Но формулы (2) предетавляють лишь частный случай боле 
общихь формулъ вида: 


я ая фуее-а, 


(4) уаз уфа В, 


2 —ар -|- Ву}, 0) 


1) именно тотъ, жоторый получится, когда примемъ въ (4): 
а=1, 650, е=0; 
@) «=0, 5=1 с=0; 


а=0, 650, е-1. 


= въ чиелЪ: отихь веть и друге чаетные виды; преобразуя 
съ помопию которыхъ выражен! $, мы получимъ. длл него 
тотждественное выражен!е въ новыхъ перемфниыхъ. Прежде 
чЬмъ приступить въ ихь выводу, мы должны замЪтить, что 
для того, чтобы многообразие точекъ (х’, у’, 2’) обнимало вев 
точки многообраззя точекъ (х, у, 2), и наоборотъ, многообра- 
э1е поалфдиихь точекъ (х, у, 2) обнимало бы многообраз!е 
точекъ (л’, у’, 2’), другими еловами, чтобы оба многообразя 
были бы эквивалентны, необходимо и достаточно, чтобы опре- 
д»нитель подстановки (4): 
а фе 
Д=|® & & ве = 
а; в в 
т. в. не былъ бы тождественно равонъ нулю, ибо только 
при этомъ услови уравнен{я (4) могуть быть рзшимы отво- 
сительно старыхь координать х, у, 2, причемь, какъь из- 
вЪетно, он выразятоя чрезъ новыя подобными же форму- 
лами нервой степени относительно 27, у’, 2’. 
Еели эти выражешя старыхъ перемфиныхь чрезъ но- 
выя ввести въ какой либо полиномъ отяоейтельно х, у, 2, 
то степень его и въ новыхъ перемфнныхъ будеть та же са- 
мая: она не можеть быть выше, какъ то слздуеть изъ би- 
нома Ньютона; но евли бы она понизилась отЪ перехода нъ 
новымъ перемфинымъ, то при обратномъ переходВ къ ета- 
рымъ она должна была бы повыситься, что невозможно, 
какъ только что указано. Въ частности уравнеше плоскоети 
останетея и послЪ введешя новыхъ перемфниныхь съ помо- 
нию уравнев!й (4) уравненемъ первой степени, слЪд. плое- 
коеть останетея плоскостью и въ новомъ многообрази; слЪд. 
и прямая останется прямою, предетавляясь и въ немъ, какъ 
вь прежнемъ, парою совокупныхь уравненй 1-ой степени. 
Этого не будеть уже, когда формулы преобразовашя будуть 
содержать старыя или новыя перамфнныя въ высшей сте- 
пени, или подъ знаками трансцендентных» функшй: т%-же 
многообразя представятея уже другого вида уравненями. 
Вопроеъ о самыхь общихь преобразоваяхъ принадлежить 
къ. чнолу везьыа сложныть и имъ заниматься теперь было 
бы нреждевременнымь, а потому вернемся къ преобразове- 
з 


5) 


за 

вямъ нервой стенени, предотавляемнымъ ураввевами (4); и 
изслфдуемъ при какихь условбяхь между коэффищентами 
подетановки выражен! & и въ новыгь координатать обта- 
нется прежнимъ. 


Но (4) мы будемъ имфть: 
2 — ва (1, — 28) -- В (и — у) 6 (а — 2%), 
(6) уз уз аи, жа) д-р ее, — 25), 
2—2 == (т, — 34) вы (уе — уз) 65 — #8); 
елЪд. ` 


а И ыы 
ааа, + бы — ве НИЕ о — и 
Ее + Фо ь — пу Фе Не + Ьед(ь — за — в) 
са вла Е оье, — ва — в) 
+ 25 а, - (а — уз — 9). , 
Это выражен!е въ новыхъ перемнныхъ будеть одииа- 
коваго вида съ 5%, и призедется къ послЪднему только: 
тогда, когда будуть имфть мЪето слфдуюрия уравненя ме- 
жду коэффищентами подетановки {4); 


а, ео, Ь, 
(7) и, - №, =1; {7') уса + си а» ; 
ее в =1; аб - а16, - а,в ==0; 
ОпредЪлитель подетановки (4), Л [(5}], въ этомъ случа 
приведетея къ едининЪ съ -- или —:-- В Въ вамомъ 


ДВлф по ‘извЪотному правилу твори онредфлителей будетъ’ 
а? -- а в а а.6, а, ас ас, | в 

дз ба ва-- ыы в НВ, 9, ее | =1: 
ва {ва - в. 6-е Ро, ве {ей 6 | 

ибо по {7) элементы главной дегонали: равны единиц, -а. 

шо (7’) проче элементы равиы нулю; а отсюда елёдуеть: 

(8) Де. 


Подотановка (4), кооффищенты которой удовлетворяють` 
уравненямь-(7) и (7'),. называется ортогонйльною,. притом’ 


прямою, или обратною, смотря по тому, будеть-пи Л =-|-1, 
или Л ==—1. 


Изъ поелфдаяхъь двухъ уравнен!! (7’), рёшая ихъ Но 
а, @,, а», находимъ по первому изъ (7): 


а а, о, 1. 
Вы А 
[22 


с: 6: 2 ес в бы 
слЪд. по: (8) получимьъ отсюда первыя три изъ слфдующихь 
выражен: 


д= 3 (с, 6); в = 5 —00,); = в, — 66); 
В = 3 (214, — 6163); == + (ве, — ва}; 6 = Е (ва, — вв); (10) 
= —Ва;); с; = + (ба, — а6,); в, = + (а6, —84);] ` 


остальныя найдутоя точно также. 


Помножая на а, 5, с равенетва перваго столбца и екла- 
дывая, направо будемъ имль разложене опредфлителя 
А [©] по элементамъ первой строки, взятое съ +; елЪлд, 
по (8) получимъ (+ 1)? =1; помножая ихъ же на &,, в, в, 
получимъ направо разложене того опредфлителя, который 
получается изь Л чрезъ замЪфну елементовъ 1-ой етроки во- 
отвфтетвенными. элементами 2-ой, и потому тождественно 
равенъ нулю. Такимъ-же образомъ найдутея и прошя ра- 
венетва слёдующей таблицы: 


ее а в | аа Ь, = 0; 
аи -а=ь 3 ао аа |- 65 ее = 0; (11) 
а, Ре, =1; } ва: 56, в =0; } 


Эти равенетва суть слЪдетыя (7} и (7’); въ евою очередь 
эти, {7} и (7'), мохуть быть также выведены изъ (11) и (11'). 


Перенеся а, В, › въ равенствахъ (4} налЪфво, мы полу- 
зимъ, на основан и (7) ‘и (7), помножая яхь одинъ разъ 
воотвьтетвенно на 4, п), 4, другой на $, 5,, 8,, трет на 
в, ви, с», и каждый разъ складывая, слдуюнщця тра равен- 
ства, представляюция выражен!я старыхь координаль чрезъ 
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новыя: 
22а" ды О - 9: 
2) у ярые оье и: 
ге да и В-ы и; 


соглаено еъ теорей опредфлителей въ силу равенствъ 
10} и 8). 


Примфняя эти формулы къ точкамъ (2) и (3), мы бу- 
демъ имфть, вычитвя послфдейЙ результать изъ перваго: 


ща, а, УК (2; 
риа, ау, у РЬ ве, — 2; 
25 — в = (я, — #6: (ФУ, — 7); 


— формулы, которыя получаются изъ (6) помножая ихъ по 
порядку одинъ разъ на а, а, а,, другой на 6, 6, 65, тре- 
тЫ на с, с, с, п каждый разъ складывая, на основав ра- 
венетвъ (7) и (7'). ОпредЪлитель подстановки (18) отличветея 
оть таковаго формулъ (6} только тфмъ, что строки перваго 
едъланы столбцами во второмъ, и наоборотъ. 


из) 


$ 13. Девять козффищентовъ подстановки (4) пред. 8, 
зходящихъ въ формулы (12) того же $, евязаны шестью ео- 
отношениями (7) и (7') того же 8, когда она ортогональная, 
в потому изъ нихъ три произвольные, да еше три коэффи- 
Щента а, В, 7. Эти поелвдню еуть координаты точки (х =0, 
у==0, 2=0), т. в. нрежняго начала, въ многообразии (т’, 
У’, =’). Ижъ формулы (6) пред. $ уже не содержать, а лишь 
первые 9 козффищентовъ. Такъ какъ изъ этихъ три произ- 
вольные, то ихъ можно подчинить еще двумъ услофямъ, 
поэтому, положимъ въ (6) пред. 8: 


@) у: —Уз=6, 2. — Ив = 


тогда они обратятся въ таюя: 
@) ха, — Е) Ре, — в); 


| 0— а(в, — 23) -- (у у) Не — 2); 
О а4( т, — 23) Ну: — у) + 61 — 2); 


[5 
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изъ поолфдаихь двухь находиыъ: 


3—0 ии _ 4 


Баны | а) 
5. с 6 аа в, в 


или по (10) пред. $ и на основан извфетнаго свойетва про- 
поршй, ныфя въ виду (1), и (11} и {11') пред. 8: 
2—2 И а 5 9 
Ев $ Ее 1’ `. 
откуда получимъ для а, 6, е выражевя ихъ чрезъ’ извфов- 
ныя величины вида (9) $ 10. Отеюда получаемъ также: 


2 т аа, У Евы а — = еян; (6) 
внося ото во (2) наст. $, мы получимъ, по (11) пред. 8: 

Е. [С 

Это же получится и изь (8) пред. 8, когда будуть имёть 

ифето соотнощешя (1) наст. 8. Мы видимъ, что новую сви- 

стему координать можно выбрать такъ, что прямая, опре- 


дфлявыая точками (ть, У, 25) и (2, Уз, 28) въ старыхъ ко- 
ординатахъ, въ новыхъ выразится такими уравношями: 


У=0,, #' ==, (8) 


тд С, и С, ностоянныя, кекъ то слфдуеть изъ формулъ 
{15} $ 4, которыя дають у=у’==у, 2==2-81” когда 
уу, и =г. 

Еоли начало новыхъ координать (2—0, у’—0, #==0) 
взять на этой прямой, то будетъ С,—0, (,=0, и эти урав- 
неня обратятся въ тая: 


0, и =0, (9) 


т. е. прямзя, опредёляемая точками (2) н (3), будеть овью 
=’ — овъ въ новой систем коордичать. Такъ какъ 5’. == На, 
то формула (7) даеть геометрическое значен!е выражешя 
3: 910 длина отрезка прямой отъ точти (2) до точки (3), 
взятая со знакомъ -|-, когда х, >’, и 60 знакомъ —, 
вогда 2’, <а’,, ибо таково значеню разности координать въ 
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лЪвой части (7). Въ еамомъ дЪлЪ, чтобы измфрить величи- 
ну, надобно сравнить ее съ однородною, принятою за еди- 
виду; — но эта будетъ у насъ, когда будеть - (,— =, 
тл№ энакъ -- или — берется, смотря ‘по’`тому, будетъ-ли 
п.> я’, или х.з, — а затьмт опрёдфлить, что разу- 
мёть подъ еуммою двухъ длинъ; но какъ 


ааа, 
т. е. разности координать слфлують аддитивному закону, 
то отсюда и елфдуеть, что число. =’, — я’, выражаеть длину 


отрфзка прямой отъ точки (2) до точки (8) въ привятой 
эдиниц®- длины, взятую во знакомъ -|- или: —-. 


$ 14. Можно показать, что величины 55 будуть сл№до- 
вать вддитивному закону тогда и только тогда, когда три 
точки (1), (2), {3) будуть находиться на одной прямой, ис- 
ходя изъ ихъ, — 8;, выражения (1) 8 32. Въ еамомъ дДЪлЪ, 
оттуда имфемъ по возвышени въ квадрать: 
Я (0, — 0) -- (фе — у 5 — = 
(им тб вии 6 
+ -а-щ-я)= . 
(= [а - м-в — и — а Е 
+ и и — а] — 
‚_ - 2 — =) — 21) в у) — у) + (и 2) 6—2); 
но у . 


@ быв ив, 
(ев и пн; 


положимъ еще; 


т во, ви Вива в 
+”, + 


1 
== 08, 
12 


12 81а ы 815 


— мы предполагаемъ эти фунющи извфетнымй изъ инте- 
гральнаго исчиелешя, или твори рядовъ!) —, что. дасть 


1} Сы. „Прабараено“, 
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для $: вещественное зназен!е, ибо численное значеше 


— 21. 28-#) ии. И, — 2 8 — 21 
. . . 1, (4 
81 813 ыы 81а 813 + 812 818 < ' ( ) 


какъ то будегь е6йчась доказано; на основаши же (2) и (3} 
равенство (1} такъ представится: 


81, =81,-|-81,— 28...81. 608) - (5) 


Вычитая изъ тождества 1:=1 квадраты объить частей 
равенства (3), на основан{и (2) и (3) и извЪетныхъ евойетвъ 
опредлителей получимъ: 


1 |Уе-ай  Увш-ався) 9 


1—60' = = 
| Ура ь-а) Ув ®) 
1 [ии а, фа жа, ба ии 
8: 91а [в -Уа 2-#] а аа а, УР 


но вдфеь вторая часть > 0, какъ сумма кводратовъ, раздЪ- 
ленная на произведен! квадратовъ; слЬд. имфемъ: 


Е — 605120, (2) 


откуда и влёдуеть (4). Итакъ в083ф, 1, а елд. у, веще- 
етвенный аргументь. Онъ, т. е, в08 ф,, будеть = 1, или вт0- 
рая часть (6) будеть = 9, тогда и только тогда, когда обра- 
тится въ нуль каждый изъ трехъь членовъ выражешя въ 
екобкахь {}, что иметь мЪето лишь, когда 


ии ии аа 
м И Щл’ 


(8) 


т. е. когда тозка {1) лежить на одной прямой съ точками 
(2) и (3), какъ то слЪдуеть изъ (11) 8 4. Въ этомъ случаЪ 
будеть: 

0083 9; == 1, (9) 


—ифи а-и|" 
фм ии аби!” 


)_ 


селфд. 
(10) вов, = Ь 
и ел6д. или $,—0, или ф,==л=3,14159265..., смотря 


по анаку предъ 1. Въ этомъ случаЪ (5) принимаеть такой 
зидь: 


(11) 82 


о, {1 явь (938, 
откуда получаем 
(2) Ен, 


т. в. въ этомъ случаЪ, и только въ этомъ, величины 5,, слЪ- 
дують аддитивному закону. 


Нели не имфеть мЪфоть равенство {10}, а мы замЪфнимъ 
въ (5) соз ф, одинъ разъ его наименьшимъ воаможнымь зна- 


чешемъ: — 1, другой разъ наиббльшимъ: -|- 1, то получим 
твыя два неравенства, которыя мы напишемь выфетЪ: 
(18) (Зе 313) < в" < (ва 8), 


откуда видимъ, что: „когда три точки ме лежать на одной 
прямой, то разетояне ?) двукь изъ нихъ численно боле 
разности и менфе суммы икъ разотоян!Й оть третьей“. По- 
елёдняя часть теоремы выражаеть характерное свойство 
прямой, именно, что „она менЪфе поманной, проведенной 
между тёми же точками“. 


$ 15. Величина ф,, опредфляемая трансцендентнымъ 
уравненемъ (8) $ 14, находится въ тЬеной связи съ угломъ, 
образуемымъ лучами 12 и 13, выходящими изъ точки (1) и 
направляющимиея первый къ точкЪ (2), второй къ точкЪ 
@, В} 

Прежде веего обратимт, внимане нв то, что величина 
$. яв изыЪнитея, вели точку (х,, у, 2.) замфнимъ какою- 
либо другою точкою (2’,, У», ,) на томъ же зучЪ 1, равно 
какъ и точку (2%, Уз, 23) какою-либо другою точкою (#3, Уз, 23) 


1) т. в. длива отрьзка прямой опредёляемой этими точными отъ 
одной ивъ нихь до другой. 
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на томъ же лузь 38, ибо разноети 2-х, уу; #- я 
величина У(л—х,)*-|-- (у—у,)*-- {2—2,)* возрвстають оть 
этого въ одинаковое число разъ, какь то видно иаъ (7) 
$ 10; ояфд. замфна одной точки (х, у, #) другою на томъ 
же луч® не вмяеть на постоянныя направлен луча; изъ 
(3) же $ 14 видно, что д, зависить лишь оть позтоянныЕъ 
направлен!я каждаго изъ лучей Зи 19, которыя постоян- 
выя для луча оть точки (2’, у’, 2") въ точв® (1”, у", 2") давы 
формулеми {9} 5 10. 

Возьмемъ теперь на прямой 33 точку (и, у, 2), ко- 


торой координаты даны формулами (7'} $8 8, и опредфлимъ 
аргументь ф, слфдующимь равенетвомъ вида {3) пред. 8: 


ор, ау, а 2, 
Ян ы 9» 812 8 


) 


сов, 


Когда будеть »=0, перемфвная точка (х,, у,. 2,) совиздеть 
оъ точкою (2, Ув, 22), И отеюда получится по {1} 8 12: 

сов ф, = 1; (2) 
олд. ф,-=0; такимъ образомъ ф, обращаетея въ нуль въ 
то же время, какь и уголъ, образуемый подвижнымъ лу- 
чемь 1» съ постояннымъ лучемъ 18. Когда точка (т,, У, 2} 
придеть въ точку (23, Ул, 23), тогда лучт, 1» вовшадеть еъ 
лучемь 18, и вторая чаеть (1) наст. 8 обратится въ первую 
часть (8) 8 14, и слФд, будетъ 

фь ==. {3} 
Такимъ образомъ т, будучи ==0 въ одно время аъ угломъ 
21», — когда лутъ 17 совпадаеть съ пучемъ 12, обращается 
въ ф:, когда этоть лучь совиадеть еъ лучемъ 18, другою 
стороною того же угла 218. 


Изъ (1) видно, что каждому т отвЪчають два значеня 
у», если в, будемъ брать съ обоими знаками; но эти вна- 
ченя, имфя косинусы различаютцеся только знаками, бу- 
дуть дополнять одинъ другой до л, что даеть только дру- 
гой лучъ той же примой по (6) $ 10. Наобороть каждому 
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зназеню ф, будуть отвЪчать вообще два различныя значе. 
зая у, олд. двЪ точки на прямой 28, в сд. и два. луча 
идуне изь точки (1) къ этимъ точкамъ, и потому два угле 


еъ прямою 18, Въ самомъ ДЪяЪ, освобождая (1) оть знаме- 
нателей, и вотавляя вмфето 2», У», 2. ихь вырыженя изъ 
(7) 88, по умножени на 1--» будемъ имфть: 


(2-5) яазь р ф =У (из — ал) [© — я) + @— 2] = 
= 85 -|-- 9510 513 609 фи; 
сокращая это на 5, получимъ: 
(4) ОЕ», в08 ф, = 9 4-Х 31а 208 фе. 


Для иеключешя радикала возвысивъ это въ квадрать и 
подетавляя выЪето (1-- т)? 8", его выражен, получимъ: 


{У (+. ау 0} ео 
= (6. 27815 1 608 ф: -{- 9.307) е08? фу == 


2 81о 8 008 фу Зв 2087 ф, , 1) 


— по (8) $ 14; перенося все въ одну часть, будемъ имЪфть: 
(5) 27.52. (сов? фр, -—- вов? ф,) 2. зоб 008 фра? ф,-- за ВИЙ ф, =0. 


Это уравнене 2-й степени относительно у, в потому будеть 
имЪфть два корня, которые будуть, ветеетвенные и вообще 
различные, ибо извъетный критерй даеть: 


Зо в 6087 фи ф, — 53:5 57.3 8112 ф, (08° ф; — 6087 ф,} = 
55? ь 3 в ф, [6097 ф эт? ф, — 05° ф, | 609? ф,] = 
= 822 83? фу, [608 ф,-— 08? фу (1 — ви ф,)| = 
== $'.3 5,3 31? ф, 608? д», (1 — в08' 1) = 
=} 570 59 НИ ф, .з0Р 2; 


1) Отсюда получаемь легко дв слфдующя вырижен!я: 


Вова всоя ай ов, 


‘сов? = 
Е 
Зое» = дай а? д, 


а Ратио вася фр Яой 


-э:а величина веегда >20; слЪд,. корни: уравнетя .(5}.. эсегда 
вещественныя. Она можеть быть == 0, елЪд. корви получахся 
равные, когда будеть 


Эф, = 0, или 2ф, = 


Е: 


ф»—0, либо ф, == 


Е 


Вь пбрвомъ: случа“ уравненю (5) приведетоя къ первому 
члену, елЪД. получимъ ›==0 какъь двукратный корень урав- 
неня; это дасть лучь 12; во второмъ лЪвая чаеть этого 
уравненя приведется къ полному нзадрату, и именно вто- 
рой чаети равенетва (4); отеюда найдемъ двукратный корень: 


8 
= в. 
р 


813 605 ф: ' 


(6 


пб $ 8, онъ опредёлить лучъ, иду внф угла 218, если 


< > и внутри его, когда р>7 Въ общемь случа\ 


5. 
различныхь корней, при 9, <, корни будуть одинъ >09, 
другой «0, ибо одимъ первый коэффищенть будетъь отри- 


цательный; при $, >Ф,, но <5, оба корня будуть < 0, 
ибо веЪ козффищенты уравнеыя (5) будуть положительные; 
при 9.29 > = два первыхьъ коэффищента будуть отри- 


цательные, слФд. опять корни будуть одвнъ >0, другой 
«0. Положительному корню отвфчаеть по $8; лучь, прохо- 
дяшИй между точками 2 и 3: отрицательнымъ — проходяще 
вн этого отрЪзка ($ 5) 23, но еъ разныхъ еторонъ луча 1, 
ибо когда дано ф,, то данъ и с08ф,, а одинъ и тотъ же со 
отвЪфчаеть, въ предъяахь —ли --л, аргумевтамъ чиелен- 
но равнымъ но взатымъ съ противиыми знаками, слФд. по 
каждую сторону луча 12 не можеть быть болЪе одного -лу- 
ча, когда дано фь. 


Итакъ по каждую сторону луча 12 существуеть одно- 
зназНов соотвЪтетые между значешемъ ф, и *; сад. 9 
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въ укаванныхь предфлахь будеть однозначная функщя 
этого параметра. 


= 
Если въ частности примемъ =, тд% п= 


== 8,14159265..., то будетъ сов ф, — вов. =0, и равенетно (1) 
обратится въ такое: 


а, ан М И а-я. йо (7) 
, 
За 9: зы 5 5 


ГДВ 95 значон параметра э, для котораго двлаетея =: , 
т. е. (6) обращается въ нуль. По (6) и (9) $ 10 для угла 
емеждаго съ угломъ 51, имфющимъь съ нимъ общую ето- 
рону 12, найдется ф’, изъ уравневя: 


в А-а. вы ю-и и аа. 


21 ’. 
= 08 $',; 
ые 8» ее 8, за 818 


сличая это съ (1), виднмъ, что 

205 $', — — в08 9. 
слЪд. 
[6 „==—9,, 


т. в. сможному углу деннаго угла будеть отвфчать аргу- 
ментъ, дополняющий ф, до л. Если въ (8) положимъ х==ж%, 
то получамъ по (7): 

608 $’, =0, 


вльд. 


соглаено съ `тмъ, что получается для него изъ (9). Отеюда 
заключаемъ, что оба смежные угла въ этомъ влучаЪ, т, е. 


когда рту, будуть равны. Уголь равный своему 


смежному, называется прямые. Уголь мбныш прямого, 
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называется острым; уголь ббльнИй прямого, налыраетея 
тупым. ` 


Лучь Т%, который дфлаеть съ лучемъ 12, а сявд. и 
съ его продолженемъ въ противвую сторону, прямой уголъ, 
называется къ нему, п тоже къ цфлой прямой 12, иерненди- 
хулярнымь. Лучь выходящ изъ какой либо точки прямой 
18, напр. изъ точки (1), н дблающий съ однимъ поъ лучей, 
на которые прямая дфлится этою точкою, острый уголъ, на- 
зывается къ нему, или къ цфлой прямой, нахлоннымь, Если 
предетавимъ (9) въ такомъ видЬ: 

л 
.з, 


р» 9, =л (10) 
то получаемъ теорему: ‚сумма двухъ емежныхъ угловъ рав- 
на двумъ прямымъ углемъ“, И въ самомт дфлф, изъ (10), 
предполагая ф’, > ф,, получаемъ 


фа [5 


влЪд. тупой изъ двухъ смежныхь угловъ превосходить пря- 
мой уголь на ту самую величину, которой недостаеть остро- 
му до прямого. 


Отоюда олфдуеть, что два вертикальные углв равны, 
Въ самомъ дЪлЪ, если уголъ В'АС’ вертикальный угла ВАС, 
елфя. АВ” продолжен луча АВ, АО” таковое луча АС въ 
противную сторону, то уголь ВАО" будеть смежный каждаго 
изъ обоихъ, ибо имЪеть съ ВАС общую сторону АВ, и въ 
‚В'АС’ обтую сторону АС’, прочя же стороны вуть продол- 
женшя другихъ сторонъ этихъ угловъ соотвФтетвенно; елфд. 
будегь дополнять какъ уголь ВАС, такъ и уголъ’ В"АС" до 
двухъ прямыхъ, и наобороть, каждый изъ етихъ послВд- 
нихь будегь дополнять уголь ВАС’ до двухь прямыхь 
угловъ, а потому они ие могуть быть различны. Это видно 
и изъ формулы (1) нвот. 8, ибо для лучей служащихь про- 
должешемъ лучей ДВ и Аб вь другую сторону нужно взять 
по (6) $ 10 оба множителя важдаго члена формулы (1} еъ 
противными знаками, оть чего эти члены не изыёнятоя. 
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‚ 8, 16:Изелфдувиь” тецерь, во.что обратитен уголь’: 21 
аа-ров Риз 2-Е =] 

‚в. ев, 8, 2 га 

когда точка (т) [+ точка ( т тра ть 
Удалится въ безконечность по прямой 58 во етороны-ли точ- 
ки (2), или точки (8). Мы прибъгнемь опять къ сокращен- 
ному обозначен суммъ чрезъ У, за которой будемъ ли- 


вать слагаемое, зависящее оть 2, подразумвая: проч!я; та- 
кимъ образомъ будемъ иыфлть: 


фи а,” 
(1) собаку Ув вм, 
гдЪ . 
Фо ы-У Ув в 


2-2, , Е 
(3) = те р › 


Послфдняя точка удалится въ безконечность со стороны 


точки (2) для „= —1--в и 060 етороны точки (3) для 
У 1-8, когда положимь г--01). Чтобы“ пзелВдовать 
оба: случая заразъ, положимъ въ (1), (2) и {3): 2==— 1-8, 


Мы будемъ имьть: 


ар) ав) таб), 


= — т = чть Е 


в 
Ее 


и подобный выражетя для прочихь коордивать; ели. для 
У —1 Е: 


ыыы У УИ 
у Уна) 


1} Сы; $ 4, подетрочное прамъчаше, 


{4) =,„— в = 


5) 
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а нотому для == — 1 будетъ: 


„зан ы УБЕЕЯТЬЙ. 


(8) 
— (а — 
полагая здфеь #==0, получим: 
Эа Я: Е] Е 2—2.’ 
пред. + 9 а 
вне [о ИУ ^ в о @) 


Вноевя это въ (1) будемъ имфть: 
пред. вов([21(—1 +9), _ ‚Ува 1, = : ® 


но съ другой стороны аналогично (1) имъемъ: 


08 (128) = У (9) 
олЪд. можемъ написать: 
пред. 03 (21(— 1-2)}, _ ‚= Е ео (128). {10) 


Означимъ теперь предёльное положене луча т, когдв точ- 
ка (7) удалатея въ безконечность во стороны точки (2) чреёь 
12’, а когда точка (>) удалитея въ безконечность сб`отороны 
точки (3) —чрезъ (13'); тогда изъ (10) будемъ имфть: 

608 (212') == 608 (128); (0 

вов (218') = — в08 (198); (12) 
Углы: / 213’ в /Д 123 лежать въ одной полуплоекоети, на 
ноторыя дфлить вею плоскость прямая 12; ихъ и называ- 
ють; углы по одну сторону прямой 12 лежаше; углы: 1.212’ 
и / 138 лежать въ разныхь полуплоевкоетяхъ, по разныя 
стороны той же прямой 12: ихь называють: углы нахрести- 
дежеище. Равенетво (11) говорить: „Утлы (внутренн!е) на- 


крееть-лежаще равны“; раненетво. (12} говорить: „Углы 
(вкутренн!е), по одну сторону лежание, суть дополнительные 
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до двухъ прямыхъ“, или иначе: „Сумма угловъ, по’ одну 
эторону лежащихъ, равняется двумъ прямымъ“. 


Такимъ образомъ мы опять пришли къ предложешямъ, 
экивалентнымъ поетулату Евклида. 


Изъ формуль (11) п (12} видво еще, что углы между 


лучемъ 12 и обоими предфльными положенями луча 1у да- 
ють въ сумм» два прямыхь, а слфд. эти предёльныя лоло- 


женя луча тя образують одну прямую, согласно съ выво- 
домъ 8 8. 

Отеюда сифдуеть также, что всный уголь 919” между 
лучами 1. и ий, проведенными изъ точки (1) къ двумт 
точкаьть (”) в (") прямой 28, ие можеть быть больше двухъ 
прямых, вообще же оиъ менфе двухь прямыхъ, в равень 
двумъ прямымъ только тогда, когда эти лучи совпадають 


одинъ еъ однимъ предфльнымъ положен!емъ луча 1, дру- 
гой еъ другимъ. 


Уголь, емеожный угла / 213’ и вертикальный угля 212’, 
называется соотвютетвеннымь угла / 128; онъ равенъ ему 
по второму признаку. Слёд. „дьВ прямыя, лежанйя въ од- 
ной плоскости и дЪлвюция съ скущей соотвфтетвенные 
углы равные, суть параллельныя“, такъь какь встрЫчаются 
въ безконечности. Въ частности: „двз прямыя въ одной 
плоскости перпендикулярныя къ третьей параллельны ме- 
жду в0бою". Озсюда слЪдуеть: „изъ одной точки нельзя 
опустить на прямую въ ихь плоскости болёе одного пер- 
пендикуляра“, ибо периендикуляры къ прямой въ разныхь 
точкахъ ветрЬчаются въ безконечноети. 


Отсюда слёдуеть также, что: „если вумма двухъ вну- 
треннихъ угловъ, образуемыхь двумя прямыми съ третьей, 
по одну сторону вя лежащихь, меньше двухъ прямыхъ, то 
эти прямыя встрфтятея на конечномъ разетолый оть тре- 
тъей прямой“, согласно съ постулатомъ Евклида, ибо для 
того, чтобы они не вехрётились, эта сумма должна быть 
равив двумъ прямымъ угламъ, такъ какъ по доназаиному 
сумма внухреннить по одну сторону лежащитъ угловъ, втре- 
митев` кв двумъ прямымъ, какь къ своему предзлу. 


$3 17. Въ 5 12 мы видЪли, 970 85 


Увы 


есть инваранть по отношению къ ортогональной подета- 
новкЪ; въ 8 14 мы ввели величину 9, опред®ливъ ее тамъ 
равенетвомъ (8); эта величина есть тоже инваранть по от- 
вошенйо къ той же подотановкЪ. Прежде яЪмъ вто дока- 
зать, замфтимь, что тогда и проивведен!е лфвой засти р 
звенотва (8) 8 14 на инваранть зш-9а тоже будеть инверг- 
анть, равно какъ и ваоборотъ: если это произведен!е будетъ 
нивар!антъ, тои созф, [(3) 8 14] тоже будеть ниваравть. 
НоелЪднее произведен: 


зоб оз == У, дб — = и) 


по (8) 8 14, написанное здесь. въ сокращенной формЪ, 


называется геолезрическимь произведенйемь1) отрЪзновь 50 и 


зв пучей, выходящихь изъ точки (1); намь нужно слд, 
доказать, что геометрическое произведене двухъ отрЪэковъ 
прямыхъ есть инварантъ по отношеню къ ортогональной 
подеганави». Подставимъ сюда [въ (1)] вмЪето х,- Я, 24—я, 
и проч. ихь выражешя чрез, новыя координаты, получен- 
ныя съ помощью (12) $ 12, которыя будуть вида (13) того 
же $, а затВыъ раекроемь произвелешя, ноторыя войдуть 
въ каждый изъ трехь членовъ второй части (1) каст. $; мы 
получимъ: 


2 813 608 1 


Ува 

= У [единение [еее 2) = 
= а, Уи > 29+ 
У угоне + 

+У аа, [25-2 . нержа, и] + 

Ува [ея Ниве = 
я у ее, 


(— 


+) Сомовъ, 1. И. `Рацонильнач механики. Члоть 1. Кийематики, 


$ 28, вр. 49-10, 
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— из основав! (11) м (11') 8 12, или короче: 


® бобов — У, 


что будучи совершенно того же вида въ новыхъ координа- 
тахт, какъ (1) въ старыхъ, доказывать инварантность гео- 
‘метричеекаго произведен1я, а елФд. и величины ф;, отвЪч8- 


у отрВзками яа и 9. 


ющей по пред. 8 углу меж 

Если в084; есть инперанть, 10 въ вилу воотношешя 
в08?ф, -- “из ф, =1 и зтф, будетъ имъ (ло зняка иеключи- 
тельно}; точно также будетъ инварантомь и произведеве 
8129891 ф,, которое по (6) 8 14 опредфляется такимъ .ря- 


зенствомъ: 
81а в п ф, = 
(8 ом а т м 
У 4-2 2—2 ви 


или, короче: 


(8) 


у и бя п 
Узи | 
Это легко провЪрнетея. Вь самомъ дЪлЪ, подставляя выфето 


разностей коорливать ихь пыраженя чревт, новыя коорди- 
наты, мы будемъ имфть: 


а) ОНУ вые ое уе) 

рев н-7) е(а- ебу уд) 

хи, у, } 

я-а уу, 
— по (10) 8 12; выраженя оетальныхь двухъ опредфлителей 
получатся отеюда чрезъ перемфну а на фи с соотвфтетвен- 


но, оставляя значки ня своихъ мЪетакъ; внося эти выраже- 
вя въ (3'), по (11) и (11'} того же 8 12 получимъ: 


46) ай мы. = у 


й 


УЕ ЯР |} 
Уз: 27| 
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употребляя сокращенное обозначеше. Геометрическое значе. 
не этого ииваранта будеть объяснено въ ел$дующей глав%. 
Въ случа, когда веф точни лежать въ плоскости ХОТ, ве 
2 ихь будуть равны нулю, и формула (8’) приводится къ 
слЪдующей 


а, ми 
И <) 
25 


тдь послфдняя форма легко приводится къ предыдущей 
по извфетнымъ свойствамъ опредёлителя. 


ГЛАВА Ш. 


Треугольники. 


8 18. Фигура образуемая отр®зками трехъ прямыхъ, 
проходящих чрезъ каждыя дв® изъ трехъ точекъ, не ле- 
зкащихь на одной прямой: (1), (2), (8), называется эжреуголь- 
никомъ; эти толкн— вершины внутреннихь угловт»') треуголь- 
ника, образуемыхь отрёзками, — вершинами треугольника, 
отрёзки прямыхъ отъ одной вершины до другой сторонами 
треугольника. Уголъ, образуемый стороною треугольника и 
продолжен1емъ другой стороны, имфющей начало въ той 
же вершин, елЪфл, смежный внутренняго угла, котораго 
вершина въ этой точь, называется вныиниль угломъ тре- 
угольника. Въ каждомъ треугольник®: /\ 123 имФются та- 
кимъ образомъ $ стороны и 3 внутреннихъ угла. Каждому 
изъ послфднихт. отвфчаеть такая величина, какь 9, углу 
[.218, связанная со своронами треугольника уравнешемъ 
(5} $ 14, а именно: 


Янь, — 28.8608 9. [о 


*) Такъ называются углы, обравуемые самими отрёаками, ® не 
продолжевями ихъ, Точки плоскости, находяниеся одновременно эъ 
наждоыь паъ внутреннихь угловъ треугольника, будуть внутреншя 
точки треугольника, 
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Означая чрёзъ ф; величину, отвфчающую углу 128, `Чрезь 
Фв”ВелиЧину, отвёчающую углу 231, чрезъ ‘круговую нерё- 
стёновку значковъ’ 1, 2, 3 мы вывёдемъ изъ (1) сявдующя 
два боотношещя: ° й 
<>) 
(8) 
причемъ принимаемъ зи =255, ибо беремъ’ теперь’ абоолют- 
ную ` величину: квадратнаго корчя, которымъ выражается 
чрезъ координаты &бицевъь отрзка ето длина, по фор- 
мулВ (1) 8 12. 

Изъ соотношений (1), (2) и (8) можно вывести друмя. 
Такъ, складывая (2) и (3), по приледени подобныхъ чле- 


новъ, сокрылен!и оставшихся на 23,, и перенесен1и членов 
съ (—) въ другую чаеть, мы получимъ 


[© 2 608 ф, + 81 608 фз == яз 


вычитая (2) изъ (3), поел приведея подобныжь членовъ 
и перенесеня въ другую часть членовъ 5*,,— 51, в затЬмъ 
разд®левя оставшахося на 25, мы получимъ: 


(5) 851 608 ф, — 841 606 Фа == (545 — 5*13) : 88; 
перемпожая это почлеяно въ предыдущимъ, получимъ; 
8251 08° ф, — 5251 2087 фа — в.д, 
что легко приводится кь такому: 
азы р, = взр, 
или, извиекая квадратный корень изъ обЪихъ частей: 
8) ВрьИ ; — Звш Фь, 


гдЪ беремъ въ обЪихъ чаетяхь знакъ -|-, ибо 5:5 и 8: 66- 
рутся абсолютно, а шпф, и 5шф, суть положительныя ко- 
личества, такъ какъ ф, и 93 но 8 16 заключаются каждое 
въ предфлахь 0 и л. Это равенство можно таль напиевть: 


2) 


„означея. па -время вибменатедя отношонИЙ. черевь, @ _Воврё 
вимъ. телерь (4) въ квадрать и вычтемъ его изъ (1) для 
исключения 5%; получимъ: 


Зла то? фр, -- за аз — 291 вв (608 -|- 008$, сов) == 0; 


исключая, отеюда #1 И 813 съ помощью (7), по. раздъленя 
результата на — 298 тр; эт фь, будемъ имЪтьг` ” 


возф, -- в05 ф; с05ф; — Зтф, эф == 0, 
или, по увореы сложеня тригонометричевнихь: функшй: 


вовф; -[ сов (4, -|- 93) = 0, 8) 
откуда слфлуеть, что 


я—я=ь- 9, (9) 


т. ©: „внфшн уголъ треугольника равенъ суммЪ внутрен- 
Знихь, 05 ‘нимь ие смежныхъ“, и слфд. „больше каждаго 
изъ нихъ“, а потомъ: 


ФФ 


т.е. „вумма угловъ плоскаго треугольника равна двумъ 
прямымъ углаыъ“. Поэтому: „въ треугольник не можеть 
бить бодфе‘одного прямого или тупого угла“, въ какомъ 
случаЪ остальные углы острые; также: „если два, или вс 
три угла равны, то они оетрые". „Нели два угла равны, то 
и прегтиволежащя имъ стороны равны“, какъ то слфдуеть 
изъ (7). Такой треугольникь казываетея равнобедреннымь, его 
разныя стороны его бохами, третья еторопа— основашемь. Изь 
того же {17} сл6дуетт, что бблышей сторонЪ противолежить 
и ббльшый уголь, и наоборотъ, 


‚ {10) 


Исключая теперь въ помощью (7) #в и 8 изъ (4}, на 
осповаши (9) получимъ: 


91 ф == ва, 
откуда 


а. 
ва, 


= 


внося это въ (7), будомъ имфть такую пропорнцйо: 


1 эту, _ мо, _ #3 
° 823 831 81а 


„винуеы угловъ треугольника пропоршональны про- 
тиволежащимъ сторонамъ“, или нзобороть: „стороны тре- 
угольника пропорщональны синусамъ противолежащихь 
угловъ“. 

Такимъ образомъ система уравнений (1), {2) и (3) мо- 
жеть быть замфнена снстомою уравнен! (1), (10) и (11); въ 
послфдией пропорши эпрочемъ даа уравновйя суть елФд- 
отвйя одного изъ нихь по (1} и (10), какъ видфли сейчаеъ. 

Можно вывести еще и друйя формулы, полезныя на 
практик болфе чЪмь въ теори, почему на нихъ мы не бу- 
демъ останавливаться. 

Тавъ какъ 6 величинъ въ треугольник» связаны тремя 
независимыми соотношешями, то отеоюда слФдуеть, что 
только тремъ изъ нихъ мы можемъ задать произвольныя 
значенля. 


1. Еели даны 8 стороны 310, 8;в, 5, То изъ уравненай 
(1), ©), (3) мы найдемъ по одному рытеню дзя каждой изъ 
величинъ 608ф,, 2034,, с05фз, а слЪд, найдемъ но одному 
значенно для $;, Ф., Фз, помня, что каждый изъ нихъ з4- 
ключепъ въ предфлахъ 0 и л. (На практик проще нахо- 
дятся углы въ этомъ елучаЪ изъ (11) и (10)}. Нужно зам- 
тить однако, что произвольноеть выбора значенйЙ 83, 51в, в 
ограничена неравенствомъ (18) $ 14, изъ которато сл%дуетъ, 
что каждая сторова должна быть не мене разности двух 
прочикъ и не болве ихь суммы. Когда же будеть либо 
38 == | 312 38|, ЛИбО 58 = --9в. тогда «ри точки будуть 
лежать на одной прямой и треугольникь дегенерируетъ въ 
отрфзокъ прямой, канъ то видфли въ 8 14. 

20. Еели даны двЪ 


ороны и уголь между ними за- 
ключающся, напр, $12, 8 и ф,, то изъ (1} найдется третья 
сторона $05, а затФиъ изъ (2) и (8), когда уже изьфотны три 
этороны, найдутся чрезъ с08 и ф, и 9. На практик однако 
лучше изъ {11}; можно даже ограничитьея нахождешемъ 
одного изъ нихъ, напр. 9., ибо по (10) %=Я-— 9: 9. 


3°. ДЬлю обетоить нфоколько сложнфе, вели будуть 
даны двЪ стороны, напр. 12 и 98, и уголь протинолежанй 
одной изъ нихъ, напр. < ф,, противолежаший поел®дней 
изъ нихъ, Въ этомъ случа третья сторона 33 найдется изъ 
(1) во правиламъь рышен!я квидратныхъ уравненйй, ибо урав- 
нене (1) содержить дв® первыя степени опредфляемой ве- 
пичины 515; возможны слЪд, извфетные 3 случая: а} двухь 
корней вещественныхь различвыхь, Ъ} двуть равныхь и 
©) двухъ мнимыхъ; слфл. мы получим или 2 рьшеня, или 
1 рышен, или ни одного. Въ каждомъ еслучаЪ остальные 
углы поолф этого найдутся какъь и въ предыдущихь слу- 
чвятъ. Проще однако они найдутся на основан соотноше- 
ва (1) и (10). Изь (11) имфемь: 


412) 


эп фз 


р] 


новяЪ чего найдем ф; изъ уранненя: р, =л— 9; — фи, в 
затЬыъ найдемъ и 313 изъ (11): ° 
эта фь 


т, 9. (13) 


Но для вещественноетн $3, должно быть 


бов, бт {14) 
это услов:е будеть выполнено, когда будеть: 
а Зи» {15) 


т. е. когда давный уголь $; протпполежить ббльшей изъ 
двужъ данныхъ сторонъ; въ этомь случаф, такъ какь 95 
опредфляетоя изь (12) по зв, мы найдемъ для у, даа зна 
ченя, какь аи лв, изь которыхь одно будеть «ф, по 
{12), другое >$,‚; для ф, вужно пабрать первое, т. е. то, 
которое «< ф.; тогда другое будеть выЪшн! уголъ, ие емеж- 
ный съ угломъ ф,, и слфщ. обязательно ббльшй вго; въ 
противномъ случа мы стали бы въ противорфче еъ этой 
чеоремой (см. выше послЪ (9} этого $). Но уелоые {14) мо- 
жеть быть удовлетворьно и тогда, когда (1) не имЪеть 
мЬста, 8 КОГДА 


32 26) 
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зъ.такомъ случаЪ изъ (11) видно, что будетъ. 
97) . впф, > Ш, 


а потому оба значешя ф, будуть >> :'), елд. каждый мо- 
жеть быть вафинимъ угломъ треугольника, не. еыежнымъ 
еъ ф‚, и потому его дополянтельный ло м быть внутрен- 
нимъ угломь треугольника; въ этомъ сдучаЪ задача вайти 
треугольникь по двумъ заданнымь сторонамъ его и углу, 
противолежещему одной изъ нихъ будеть имфть два. р 
ненн. — Если бы было дано 


(18) 81а 813, 
то изъ (11} получили бы 
(19) Е фз == 5 фу; 


сли. было бы $;==9:, ибо если-бы ызяли другое рёшене 
уравневя (19), именно приняли бы ф; = л—ф;, те. имЪли бы 
ф+ф. =л, между тЬмъ какъ только сумма 9; | у =; 
сотлаеить это можно было бы только привямеыъ ф,==0, & 
елЪд. по (11) и #:3==0, но тогда получился бы не треуголь- 
никъ, а точка, ибо по (18) было бы тогда и 32-0, а. по 
(1) м 5-90. Итакь въ случаЪ (18) возможно тольно одно 
рЬышене: треугольникъ будеть равнобедренный. Въ этомъ 
случа въ силу (10) по данному углу найдутся проч, а 
затёмъ по (11) и основан, 

4°. Если даны одна сторона и два угла къ ней приле- 
жапие, напр. 308, Фо И фз, то трет уголъ тоже будеть из- 
вфетенъ, ибо шо {10} ‘будеть ф. =я— 9, — фз; остальныя 
де стороны найдутся елФд., по (11), изъ ураввенй: 


= $, эт 2. 
(20) 1 9: 58 т РА 


5°. Если даны три угла: ф:, фл, 94, то изъ (11) мы 
найдемь толвко отношешя сторонъ, а не абеолютную вели- 
зиву хаждой. Это елфдуеть также и иеъ урвонеий 1), @ 


. 3) Уфиь 41 не’можеть быть туйыыт, вогда эт бро 16) бо 
ббрышему угпу протнволежить ббаьшья сторояв . 


(закифлк выше. 


и {3); которыя суть. одвородныя:9:й :етепёни: отнодительно 
стороиъ треугольника; слФд. эти нослфдия можно увели: 
чить въ одинаковое число разъ (или уменьшить), -не-изы№- 
няз. величинъ 6037,’ 005 9,; е08 фз. Такимъ образомъ ри 
угла опредфляють не одивъ треугольникъ, а цфлую серно 
©: треугольниковъ; соотввтетвенныя етороны ноторыхь про- 
поршональны, именно зп— амъ этижь угловъ. Треугольники, 
которыхь углы соотвЪтетвенно равны, а соотвЪтетвенныя 
стороны проноршюональны, иззываюжея Подобные трвуголь- 
шики, Нри этомъ не слФдуеть терять ‘изъ виду, ч10 изъ 
этихъ двухъ харантерныхь признаковъ подобныхь треуголь- 
виковъ, касающийся сторонъ вытекаеть по (11) изъ касаю- 
щагося угловъ и ннобороть. Такъ какъ сумма вовхъ угловъ 
треугольника =л, то достаточно уже равенства двухъ угловъ 
одного треугольника соотвЪтетвенно двумъ угламъ другого 
для того, чтобы они были подобны, а въ прямоугольныхь 
треугольникахь даже равенства одного изъ острыхъ угловь 
таковому другого, ибо прямые углы всф равны. Въ другахъ 
треугольникахъ равенетво одного угла таковому другого бу- 
деть достаточно для подойя ихь при условш, что содер- 
жепуя равные ‘углы стороны обоижь траугольниковъ будуть 
воотвФтетвенно пропорщюнальны, ибо по {1) въ томъ же от- 
нотнени будуть находиться и противолежания равнымт 
угламь стороны. 


Изъ предыдущаго разомотрфвя слфдуеть такимъ обра- 
зомъ, что два треугольника равны въ слздующихъ четырехь 
влучаяхь: 

19, когда три стороны одного соотвФтетвенно равны 
тремъ сторонамъ другого; 

28, когда они имфютъ по равному углу, заключающе- 
муся между соотвётетвенно равными сторонами; 


39; ‘когда имЪютЪ по дв№ стороны соотвётетвенно рав- 
ными и углу, противолежащему большей изь вихъ; 


4% когда они имЪюгь но равной сторонЪ и по два 
развныхь.угда. Обычно прибавляють „прилежещихь“ къ этой 
„втеронЪ; но. по (10) этого. $ сводится къ такому случаю я 
„ва Уовда, одниъ-иоъ угловъ. будегь и. противолежащимь. 
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$ 19. Для прямоугольваго треугольнаго формулы пред. 
8 значительно упрощаютея. ЗамЪтимъ прежде, что сторона, 
противолежащая прямому углу, называется гипотенузою, а 
стороны, противолежаия острымъ угламт.хитетами. Если 


въ (1) пред. $ положимъ ф, = а’ т какь созф, =0 въ та- 
комъ олуча®, это уравнен!е обратится въ такое; 
@) и -Н, 


которое выражаеть теорему Пиовгора: „квадрать гилотенузы 
равенъ сумм квадратоль катетояъ“. — Еели правую часть 
этого равенства внести вмЪсто лЪвой во (5} и ($} того же 
8, то изъ (2) уйдеть з„, изь (3) 3, и по ’еокращевни ина 
2з„, перваго, на 38. второго, оттуда получимъ: 


(2) 8 


8» соя, 8:3 = 5,3 608 Ф,. 


‚т 
Изъ (11), такъ какь Ша, полузимъ; 


(3) 


Чиоло данныхь, вполнЪ опредфляющихь прямоугольный 
треухольникъ на единицу меньше (ибо одна изь 6-ти вели- 
чинъ его извфетна уже, именно прямой уголь}, чёмъ въ 
общемь случаЪ: 


Заз 91 ф., 2 11 9. 


19. Если даны двЪ стороны, двв-ли катета, или катеть 
и гипотенуза, то изъ (1) нает. 8 найдется третья сторона, и 
затфмъ изъ (2) оба острые угла, причем случай, когда да- 
ны цва катета отвЪчаеть 29 пред. 8, а случай, когда даны 
катоть и гипотенуза—8° пред. 8. 

2. Если дана гипотенуза и одинъ острый уголь, то 
извфотенъ будеть и другой; а потому будемъ имЪть случай, 
отьЪчающий 40 пред, $: если давы уз и фь, то найдемъ изъ 
{2} и (3) оба катота за и 815. 

8°. Если данъ катеть и уголъ, то опять имЗемъ олучай, 
отвЪчаюний 4° пред. 8, ибо къ этому катету будуть нриле- 
тать прямой уголь и данный, либо дополневше даннаго до 
примого; когда данъ уголь протизолежащ этому катету. 
Ве эомь случа гинотенуза найдется изъ (2) перваго, вели 
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даны 85 и ф,. или изъ (8) перваго, если даны зе и ф., & 
затЪыъ по другому изъ этихъ уравнен другой катетъ. 

45. Если данъ только одинъ оетрый уголъ прямоуголь- 
наго треугольника, то будетъь извЪстень и другой острый 
уголъ ого, в елЪд. мы будемъ имфть случай, отвЪчающИ! 55, 
когда получается пфлея семя подобныхь треугольниковъ, 
какъ уже было замфчено въ пред. 8. 

Изъ предыдущаго раземотрёя слфдуеть, что прямо- 
угольные треугольники равны, когда 

10 имфють по дв стороны, соотв летвенно равныя; или 

2° по гипотенуз№ и острому углу, соотвЪтетвенно рав- 
ными; или 

3 по катету и острому углу соотвЪтетвенно равными. 

„Веф прямоугольные треугольники, имъюще равный 
оетрый уголь, подобны между собою“. 


$ 20. Изъ формулъ пред. $ легко выводитея докава- 
тельетво цЪлаго ряда творемъ относительно перпендикуляра 
и наклонных»: 

1} „Перпендикулярь, опущенный на прямую изъ внЪ- 
ней точки, короте наклонной къ прямой, проведенной изъ 
той же точки“, какъ то прямо слфдуеть изъ (1} пред. $. 
ибо одинъ катеть перпендикулярепъ шъ другому, а гипоте- 
нуза къ нему наклониа. 

2} „Наклонныя, равноудаленныя отъ оенован!я перпен- 
дикуляра, равны“, ибо изъ (Г) гипотевуза виолнф опредЪ- 
ляетея ро двумъ катетамъ. Онф лежать по разныя стороны 
перпендикуляра, ибо иначе должны совпастъ, проходя чрезь 
т же двЪ точки, именно концы катетовъ, вершины острыхъ 
угловъ. Справедливо и обратное продложене: „Равныя на- 
клонныя равно удалены оть основашя пернендикуляра“, 
ибо по (1) пред. $ гипотенуза и одинъ иаъ катотовъ, будучи 
даны, вполнЪ опред®ляють другой. 

8) „Изъ двужь наклонныхъ та больше, которая дальше 
отетоитъ отъ основажя перпендикуляра, и наоборотт, ббяь- 
твя наклонная дальше отстоить оть основашя перпенди- 
куляра“, ибо по (1) пред. 8 при неизмфнномъ одномъ ка- 
теть съ увеличенемъ другого будетъ ‘увеличиваться гипо- 
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тенува; и, наоборотъ, еъ увеличеемъ гипотенузы. должевъ 
увеличиватьея этоть другой квтетъ. 


4) „Перпендикуляръ, опущенный изъ вершины равно- 
бедреннаго ‘треугольника из его основан!е, дфлить. посявд- 
ев пополамъ“, ибо по обратному предложеншю 2) равныя 
чаклонныя равно удалевы оть основашя перпендикуляра. 


5) „Геомвтричеекое мЪсто точекъ въ плоскости равно- 
удаленныхь оть двухъ опредёленныхь точекъ ‘плоекоети, 
веть прямая, перпендикулярная къ прямой, проходящей 
чрезъ эти двф точки, проведенная зреаъ- середину” отр®зка 
зослЪдией прямой, ими опредфляемаго". Ибо каждая точка 
этого перпендикуляра опредфляеть на немъ выфе® съ се- 
рединою сейчасъ упомянутаго отрфака одинъ изъ катетовт, 
именно обпий двухъ прямоугольныхь треугольниковЪ, дру- 
те катеты`которыхь равны, какъ половины этого отрЬвка. 
Это предложек!в зегко доказывается и ананитически, по 
способу, одинаковому съ тВыЪ, по которому доказывается и 
ел\лующее, ввалогичное предложеню,. относящееея жъ про- 
сетранству 3-хъ измфренй. 


6) „Геометрическое мфото точекъ нространетва 8-хъ из- 
м$рен!, равноудаленныхь отъ двухъ данных точень этого 
пространетва, есть плоскоеть, нерпендикулярная къ отрёаку 
прямой, этими точками опредфляемой проходящая чрезъ 
его середину“. Въ самомъ дфлф, пусть Аи В данныя точки 
проетранетва, О середина отрфзка прямой АВ; пусть Сир 
будуть двЪ точки пространства, равноудаленныя отЪ точенъ 
А и В; хри точки 4, Ви С опредфляють плоскость АВД, 
въ которой С есть точка равноудаленная отъ точекъ Аи В; 
олфд. по 5} нрямая ОС перпендикулярна кь АВ; также до- 
кажется, что и ОР перпендикулярна къ АВ. Три точки 0, 
С, Р опренфляють плоекоеть ОСП; всякая прямая въ эй 
плоскости, проходящая чрезъ точку О и ветрЬчающая пря- 
мую СР, напр. въ точкё №. будетъ перпендикуляра в 4В 
въ лочЕЪ 0. Въ самомъ дёлЪ, треугольники АОР-и ВСВ 
равны, ибо имфють общую сторону СР. и: кром®:тогоеторо- 
Абв АТ == РВ во предположенно; : слфд, „будеть 
ор ВОР, зотому треугольника ИЮЙ: = ВОм: иы я, 

задав 


5: 


‚вЪытетвенво равными сторёнами (ибо СМ общая, и Аб=0В}, 
будуть равны, и сл®д. АМ += ВМ; лёд. вь плоскости АМВ. 
‘прямая ОМ по"5) будеть перпевдикулярна кь АВ, а елфд, 
веяхая точка М прямой ОМ будеть равно- уделеня оть то- 
`чекь Д’и В. Если пряман ОР параллельна Ср “($ 8), то 
взявъ точку С” на продолжеши луча ОС въ другую сторо- 
ну, н саЪд, равноуданенную оть А и В, и еоединивъ ее съ 
О; мы сведемъ вопросъ на предыдуний; ибо прамая ОР 
ветрётить прямую С’Р. между точками .С” и О, находясь 
въ. плоскоеги ОСОС', слЪд. на конечномъ разстоявиоть 0, 
стаю иакъ пройдеть внутри треугольника (С”ОР, дфлая съ 
прямою ОР уголь РОР = ОБС (внутреные накрееть лежа- 
1119}, и потому меньний угла ДОС", который есть выъший 
уголъ треугольника СОР, съ ОРС несмежный. Итакь ве 
точки плоскости СОР равноудалены оть точекъ диВ и 
„можно доказать что всякая точка №, равноудалениая оть 
Ши В, будеть нежаль въ этой плоскости. Пусть М какая- 
либо точка равноудаленная оть Аи В, елВд. АМ -= ВМ; три 
точки А, Ви № опредфляють плоскость АВА, воторая пе- 
рееЪчеть плоскоеть СОР по прямой ОМ№, пернендикулярной 
кь АВ въ точкЪ 0, {ибо это есть точка общая обфимъ плос- 
коетямь); в0Ъ точки этого перпевдикуляра будутъ равно- 
удалено оть 4 и В, но точка № какъ равноудаленная оть 
А и В вь плоскости, въ которой лежить перпендикуляръ 
О№’ въ АВ вь 0, по 5) должно лежать на этомъ перпенди- 
хулярВ, а олЪд. въ илоекости СОР. 

Доказавъ это предложен синтетически на основаши 
предыдущаго предложеня, докижемъ его теперь аналити+ 
чески, независнмо отъ 5). 

Пусть координаты точки А будуть 21, У, 21; коорди- 
наты точки В х,, у»; 2; коорданаты точки 0, какъ средины 
отр®зка АВ, найдутея по формушемъ (15) $ 4, полагая #=1, 
(мбо А равно отношению разетоян! точки (2, у, 2) оть то- 
чекъ Аи Въьъ вилу (12) $4 и (1) $ 10), и будуть: 


= (а), учр Ни) ор). 0) 


Означая чербаъ 2, у, г координаты какой либо точки М, 
условию равенства ея разетовый оть А и В будемъ 


® ИУ -И ев; 


возвышая это равенетво въ квадрать, по перенесети ‘веего 
налфво и сокращен и, получимъ: 


8) Убе м) 0, 


что предотавляеть плоскость, будучи 1-ой етепени относи- 
тельно текущихь координатъ х, у, г. Это уравневме можно 
такъ предетавить по вынесен и (2, —2,) за екобки и разд\- 
лени на 2: 


УЖ 


изь этой формы уравненя ‘прямо видно, что координаты 
точки О (1)] ему удовлетворяють, и что прямыя ОМ и АВ 
перпендикулярны, ибо лЪвая часть ого отъ условя (7) $ 15 
перпендикулярноети двухъ прямыхъ, имфющихъ общую 
точку [0], отличается холько т№мъ, что постоянныя напра- 
влен!и каждой прямой замфнены имъ пропорщональными 
величинами. Итакъ геометрическое мЪсто точекъ М проетран. 
ства трехъ измфрешй, равно-удаленныхъ оть двухъ точекъ 
Аи В этого пространства, ееть плоскоеть (8) [или, что т0- 
же, (4)}, проходящая зрезъ середину отрЪэка прямой ЛВ, 
перлендякулярно къ ней, 


7) Отмьтимъ полученную попутно теорему: „Прямая 
ЯВ, перпендикулярнан къ двумь прямымь плоекости, про- 
ходящимъ чрегь точку пересЪченя ея, АВ, съ плоскостью 
[0С и ОБ], перпендикулярна ко всякой прямой, проведен- 
ной въ плоскости чрезъ эту точку [0М]“. Аналитически это 
такъ докажетея: пусть плоскость дана точками 1, 2, 3; пусть 
прямая (1 т, я) перпевдикулярна къ прямымъ 12 и 13; 
елфд. будемъ имЪть: 


Унь-ы-ь Уна 


‘Вомиожая второе на т и по сложен!и произвадешя еъ пер- 


$8 
вымъ раздфляя на 1-|-», мы получимъ: 
вв») 
Уи -е)- 


что доказываеть перяендикулярность прямой {1 т, п) кь 
прямой, соединяющей точку (2, Ут, 21) съ тозкою (х,, У, 2), 


которыя ©6Ъ находятся въ плоскости прямыхъ 19 и 18, Усло- 
ве проходить чрезъ туже точку вотрфчи прямой въ ило- 
скоетью снимется, вели условимея подъ угломъ двухъ не- 
нерес®кающихоя прямыхь пространства разумёть уголь 
двухь прямыхь имъ еоотвфтетвенно параллельныхъ, прове- 
денныхь чрезъ одну и ту-же точку пространства: въ овмомъ 
ДФлЪ, замфняя тогда въ {1) 8 15 разности координат имъ 
пронорщональными величинами по уравневямъ каждой 
прямой, представленныхь въ видЪ пропорщи, мы неизыв- 
ниыъ величивы второй части этой формулы. 

8) „ДвЪ плоскости, перпендикулярныя къ одной и той 
же прямой въ различныхъ точкахъ послфдней, параллель- 
ны“, иначе, лия ихь пересфчешя лежить въ безконечно- 
сти. Въ самомъ дфл+, если бы этн прямая лежала бы ина 
конечном» разстояни оть первой, то проведя плоекость 
зрезъ, какую либо ея точку и чреяъ эту первую прямую, въ 
пересвлещи ея съ первыми плоскостями получили бы два 
перпендикузяра къ первой прямой, опущеявыя изъ одной 
точки, что по $ 16 невозможно. 

9} „ПерееЪкая двЪ израллельныя плоскоети третьею, 
полутимъ въ иеросфчени двЪ параллельныя прямыя“, ибо 
это будуть двЪ прямыя еъ сфкущей плоскости, ветр®чаю- 
пиуяся въ бозконечности. 

10) „ДвЪ плоскости, параллельныя третьей, параллель- 
ны можду собою“, ибо иначе, перебфкая ихъ чегвертою 
плоскоетью, мы получили бы въ послфдней три прямыя, 
изъ которыхъ дьЪ были бы параллельны третьей, и потому 
параллельны между собою, ибо иначе вопреки 8 16 можно 
было бы провести въ илоскоети зрезь одну дв прямыя, 
параллельных третьей. 

11) „Еели къ прямой, перпендикулярной къ плоскоети, 
чрезъ какую либо точку этой прямой проввети прямую къ 
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ней перпендикулярную, то.эта. вторая прямая. будеть. па 
раллельна плоскости“. Въ самомь хфлф, проведя илоекость 
чрезъ нервую и вторую прямыя, въ пересфчени ея съ дан- 
ною `илоекостью получимъ третью прямую, перпендикуляр- 
ную къ нервой, какъ и вторая, а потому не могущую имфть 
еъ этой второй общую точку иначе, какъ въ безконечноети. 

12) „Совокупность вефхъ перпендикуляровт, проведен- 
выхъ чрезъ одну. и ту-же точку прямой, перпендикузярной, 
къ плоскоети, образуеть новую ллоскоеть, пяраляельную 
первой“. Въ самомъ дфлЪ, по 7) веВ эти перпендихяуляры 
будуть находиться въ плоскости, опредфляемой какими-либо 
двумя изъ нихъ, не составляющими только вмфетЪ одяу 
прямую. 


$ 21. Прямая, уравнен!я которой будуть: 
@) у—4А,, 22—43, 
гдЪ ло крайней мфрЪ одна изъ постоянныхь отлична оть 
нуля, будеть параллельна оси ОХ, которой уравневя суть: 
@ _ уе, =, 


такъ какь въ точкЪ ветрфчи веЪ три. координаты для обЪ- 
ихъ прямыхь должны получить одинаковыя зназенщя, в это. 
зъь разематриваемомъ случаЪ невозможно, ибо уравнешя 
(1) и (2) несовместимы; но обф прямыя лежать въ одной 
плоскости; 


{у— 45) 2—9(2— 4) == Азу— Дог =0,. 
такъ какъ координаты любой точки той и другой прямой 
удовлетворяють этому уравненю. Точно также уравневя 


(3) 2=В,, == В», 


тлф’ по крайней мЪрЪ одна изъ постоянныхь отлична оть 
нуля, продетавять прямую пераллельную оси ОТ, и урав- 
нешя 


а) ==0,, 


прямую параллельную оси 02. Е 


Предполежимъ хеперь, что въ уравнешяхь (1) 4, ==0, 
А, +0; тогда прамая (1) будегь лежать въ плоскоети ХОТ, 
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оставзяеь параллельною оси ОХ. Возьмемъ на каждой изъ. 
этикь прямыхь по точиЪ, которыя выберемъ такъ, чтобы 
абецисса у нихь была бы одинаковая ха; слфд. ото бу- 
дуть. текя точки: на ови ОХ: (в, 0, 0) и на прямой (1) (при 
А, —=0) точка (а, 4., 0); подставляя это въ формулу (1) 8 12 
для разетояшя двухъ точекъ, найдемъ: 

8=А,, (5) 
независимо отъ величины а. Теперь, веди эти координаты. 
и координаты произвольной точки на оси ОХ и другой на 
прямой (1) (при 4; =0), ей параллельной вотавить въ. фор- 
мулу (1) 8 15 для сов ф», то увидимъ, что прямзя, соединяющая 
точки (а, 0, 0) и (а, Дь, 0), перпендикулярна къ каждой изъ. 
этикь прямыкъ, Разстоян!е оть точки до прямой, считаемое. 
по перпендикуляру, изъ этой точки на прямую опущеннаго, 
по 1) 8 20 короче, считаемаго но наклонной изъ той же 
точки; его называють разстоящемъ точки отё прямой. При- 
нявъ это опредфлене, на овнован1и (5) етого 8 можемъ ока- 
зать, что „ве№ точки прямой, параллельной данной, равно- 
‘удалены оть нея“, или еще иначе: „геометрическое м+Фото 
точекъ илоскоети, равноудаленныхъ отъ данной прямой, въ 
ней лежащей, есть прямая ей параллельная, лежьщая въ 
той же плоскости“. — Мы вывели это предложен{е изъ раз- 
смотрфн!я прямой параллельной оси ОХ, лежащей въ плос- 
кости ХОТ; но мы видфли въ $ 18, что, подчинивъ коэф. 
фищенты ортогональной подстановки двумъ услойямъ, мы 
можемъ данную прямую сдфлать осью новыхь д’==овЪ; 
оставиййся затмъ одинъ произвольный коэффищенть мо- 
жемъ ‘но 8 6 опредЪлить такъ, зтобы данных плосность, про- 
ходящая чрезъ данную прямую, сдёлалась новою плоскостью 
Х'ОУ’'. Сльд. полученный результать не зависить оть чает- 
ныть предположен!й, допущенныхь для упрощеня вывода. 


$ 22. Вызедя цёлый рядь теоремъ изъ формуль 8 19 
для прямоугольнаго треугольника, вернемся къ формул (3) 
$ 17, чтобы истолковать ея геометричеек емыслъ. Прежде 
веего замфтимъ, что лЪвую часть ея можно представить въ 
трехъ другихъ формахь на основаши пропорши (11) 8 18. 
Помножея веф три отношеня ча 3.3831512, мы получимъ: 
Зла зто ЗИ, = р За ВЛ, = ва а Во; 0) 
5 
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эдёбь. хаждая” форма выводится‘ изъ предыдулей чрезькру- 
товую перветановву' значков 1, 2; 3; такая же теростановна- 
не измЪняеть величины правой‘ части равенства (8) $ #7. 
Если означимъ чрезъ р}, 05, рз длины: периенди- 
куляровъ, опущенныхъь на’ стороны‘ 8, за, 8 а треуголь- 
ника (123) изъ противоположныхь имъ. вершин `(41), (9). 
{3) 1}, то по формуламъ (3) 8 19 для прямоугольныхь тре- 
угольниковъ будемъ. имть: 
й | Зов фу За Ру ева Ну — 5 Эф; 
® 3 — Эа ЗУ: == Яо ВИТ. . 
На основати этого равенства (1} можно такь нредетавить: 
{3} 88.2, = 881. Ра — $12: 08» 
т. в: „Проивведене изъ. какой либо стороны. треугольника 
на. соотвЪтотвенную выеоту есть величина постоянная. для 
этого треугольника“, Это предложев!е остается въ силЪ и 
тогда, когда одна изъ вершинь треугольника ивдветъ на 
противолежалную сторону, и треугольникъ такимъ образомъ 
выраждается въ отрфзокъ прямой, ибо тогда два угла обра- 
зцаючея въ нуль, & тре въ два прямыхъ, сл#д. по (2) веЪ 
пергендикуляры въ нуль. Такиыъ. образом въ эхомъ елу- 
ча, и только въ этомъ, когда всЪ три вершины треуголь- 
нака оказываются лежащими. на одной прямой, тогда ета 
поетоянная равна нулю (согласно съ 8 14); вообще же она 
ееть вехизина отличная ость нуля, характеристичная дли 
даниаго треугольника. Этв постоянная сохрандеть ввое зна. 
чене, когда точка (2, у;, 2;) будеть перемфщаться по пря- 
мой параллельной сторон% 28, ибо р, сохраняеть въ этомъ 
‹случаЪ евою величину, какъ то мы видфли въ $ 21. Таве 
треугольники, которые имфють одно и тоже оеноване и 
равныя вывоты, называются равновеликими, ибо имь отв»- 
чаотъ та же саман постоянная. Эту постоянную для данваго 
треугольника величину, умноженную на нфкоторое- чиело и 
Каганъ называеть инварантоль треугольника, и не нотему 
только, что она вырижаетея одинаково чрезь кажнук. ето: 


1) Каждый, толой церпендинуляръ: иазыраллея. высожюю треуголь. 
яиха,. а. сторриа,. ив которую. ань опущань-осношнемь. Въ прямо- 
угольномв треугольниЕЪ, обла ва основы! берется одинъ ноь кате- 
зовъ, высотою будеть: другой ‘ифтеть: 


__ #9 
рону и соотафтетвенную величину выевоты по (8), иди‘чрезъ 
в\ стороны и заключенный между ними. уголь пф (1), но 
ухавнымъ образом потому, что правая часть равенетав (8) 
$ 11, дающего выражен! ея чрезъ координаты вершинъ, 
обяадаеть инварантным» свойствомъ по, отнонению къ орто- 
‘тональной подстановкь, какъ то было доказано въ конц 
$ 17. Замътимъ, что по (3) наст. $ этоть инваранть, какь 
произиедане дзухь величинъ 5 и р, одиого измфреня, 
будеть величиною уже двухь измфренй. 

Совокупность всъхъ точекь плоскости, дожащихь вну- 
три треугольника, занимаеть часть двумфриаго проетран- 
®тва плоскости, ограниченную со нефть сторонъ, которая и 
называется илощабью треугольниха, М®няяеь отъ одного тре- 
угольника къ другому въ зависимоети оть двухъ ведичинь: 
ллины основавя его и его высоты, это будеть величпиа 
тоже двухъ измЪренй, какъ и’инваранть, завиеялИй оть 
тЬхь же величинъ; а потому послздн@ можеть, при надле- 
жащемъ опредфленши чиеленнаго множителя и, служить при 
‹сравнени площадей между собою, ел®д. при ихъ изыфре- 
ни, которое состоить вообще въ сравнени съ величиною 
тото же рода принятою за единицу. Обыкновенно за еди- 
ницу при измЪфренши площадей нринимають площадь ква- 
драта. т. в. четыреугольника, кетораго веф етороны равны, 
именно единиц дливы каждая, и веЪ углы разны, и имен- 
во прямому, ибо ихъ сумма —=44, такъ какъ квздрать рав- 
дЪляетея дагональю иа два равныхъ треугольника, еуммв 
угловь каждаго изъ которыхь равна по (10) $ 18 двумъ 
прямымъ. Эти треугольники будуть потому равнобедренные 
и прямоугольные. Постоянная, о которой рфчь идетъ, будеть 
для прямоугольнаго треугольника равна, по (3) (или (1)) 
вает. 8, произведеню ихъ катетовь; въ данномъ случа, 
слЪд. выразится числомъ равнымъ тому, которое выражаеть 
дливу катота, во второй степени, елфл. —=18=1; будучи 
помножена на и она дасть инваранть треугольника; с14д. 
инвар:анть нашего квадрата будеть =и--и=2и=1 по 


Сльд. площадь треугольнияь Л 128 


условю;. сяфд, в== 1 
‘вырвейкея форыулою; 


2—8 
валы У в е И (9) 


8—2! 
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Если воф три точки (1), (2) и (3) находятея въ плоеко- 
сти ХОТ, то будеть: 2; =й, =2:==0, и изъ трехъь членовъ 
суммы только поельДы! будеть отпиченъ отъ ‘нуля, такъ 
что для площади треугольника: /\123, лежащего въ плое- 
кости ХОУ, будемъ иыфть, согласно съ (8) $ 17: 


1 1-м ш-у ами 
ь 27: 12-1 
{10) 5, = 3 зав а =. 2,2, ии 1, 
| 12 в 


Остается решить вопроеъ о двойномъ знак, который по- 
лучилея блегодаря извлеченю квадратнаго кория.— Еели 


обф части (10) раздьлить нв Зав, то изъ него получимъ: 


(11) вт ф, = 


но такъ какъ: 


(12) я, — Из — 208 Ра и), зв И аи, 


то полагая, 


(13) 


будемъ имфть: 


(14) Аша 
812 


и елёд. (11) такъ преобразуется: 


(15) 511 ф. == сова Я | ат (а“—а); 

сова эта: 
вели а’”>а, то праввя часть будеть >>0 при верхнемъ знакЪ, 
наюъ должна быть лЪвая, если же < а, то правая будеть 
>00 при нижнемъ знак. Олд. если въ (10} оставимъ одинъ 
верхе!Й знакъ, то получимъ --5; въ первомъ елучаЪ, и 
„88 во’ второмтъ, т. в. опредфлитель въ (16), если его взять 
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въ {;, будеть даветь. но. абеолютную величину’ площади, но. 
ве взятую со анакомъ -|- или —, смотря. но тому, будеть-ли 
&’>а, или а'<«е. Когда а’>а, то лучь 55 болфе отклонен 
оть "ОХ, чёмъ лучь ваНакв какъ изъ прямоугольнаго тре- 
угольника съ катетеми 2.-22, (параллелень оси ОХ), и 
3: —\ (мерпендикуляренъ иъ оси 0%, слЪдуетъ, что а есть 
уголь между лучемъ 3: и прямою, проведенною чрезъ точ- 
ву (21, и, 6) параллельно оси ОХ. Отоюда другое выража- 
н16 для того же условя. 

Если мы теперь въ (10) удержимъ одинъ ворхый знакъ, 
олЪд. подъ & булемъ разумть не ариеметическую, & алге- 
браическую величину площали, то получимъ такую формулу: 


И 
в — 1% .|- 1 , 16 
ы Ща ви > 9) 
15% 
Точно тазже формулы 
12 2 
2—2 № — | _ 
28, = С (17) 
1 25 2 
и 
ии | 9: 2 
ВИ а 18 
ы Жф иШи | в \ @8) 
11% 4 


предетавять алгобраичееня величины удвоенныхъ площадей 
троугольниковъ въ площадихь Х02 и УОР. Эти три тре- 
утольника имжють своими верщинами проэкщи 1) вершинъ 

2) Проекщей точки`на плоскость называется основыые перпен- 
дикуляра, опущенчего ма плосмость изъ этоН точки; прозкшей отрвна, 
прямой зв ня плоскость отрьаокъ прямой, заключенный между про- 
омщями концевъ отрьзка. Точно также провищей точки на прямую из- 
‘зыввется ооноваше перпендинуляра, опущемнаго меъ точки на эту 
примую; проекщей отрьанк прямой из другую прямую назызается от- 
Азот ‘той посльдней прямой, эввлюченный между проекыыым кон- 
цевъ первего отрьзка на эту прямую. 


0 _ 
треугольника АЕ, даннато’ въ пробтрейетвь 8-хЪ изм ре: 
На’ три (Вздимнопвриендикулярныя) координатныя илос- 
кости, ‘и.суть проэкщи треугольника 123 ‚на этихъ, плоско- 
стяхь. Формула (8) выражаеть поэтому такую теорему: 
„Площадь треугольника, даннаго въ проетранств® 3-ть из- 
м®ренш, равняется корию квадратному изъ суммы квёдра- 
товъ прозкый этой площади на три `(вобрдинатныя) вза- 
имиоперуендикулярныя плоскости”. Эта зворема` лередета- 
здать внапого той, воторая выражается формулой (1) 612 
въ силу доказаннато геомвтрическаго значеня 5: и того, 
то ть: Яр, ув Уз 24-2, СУТЬ проэвщи #» на координат- 
ныя оси ОХ, ОУ, 02 соотвфтетвенно, а словесно такъ: 
` „Квадрать отрфзка прямой 28, завлюченнагр между точками 
{2) и (3), равняетея еумыЪ квадратовь проэющй его на три 
вэвимнопериендикулярныя прямыя: ОХ, ОУ, 02“. Въ са: 
момъ дфлЪ, плоекость, проведенная чрезъ точку (2) парал- 
лельно плоскости 702, будеть имфть своимъ уравненемъ: 
==; онв будеть перповдикулярна къ оси ОХ, какъ и 
первая плоскость, У07; слЪх. прямая, соединяющая точну 
{2а, Уз. 24) съ точкою вотр®чи второй плоскости еъ овью ОХ, 
именно точкою (2., 0, 0}, будеть перпендикулярна къ оси 
ОХ, сльд, точка (2, 0, 0) воть проэкшя точки (дь, уз, 24); 
также точка (2, 0, 0) будеть прозкщей точки (2, Уз, 23) на 
ось ОХ; елд. х;— 2, проокц(я отрфэка 28, т. в. зв, на овь ОХ. 


ГЛАВА ГУ. 
Захазн, 


8 28. Выведя цълый рядЪ теоремъ изъ форыуль $ 19 
дия ‘ирамоугольнаго треугольника, ‘вернемая къ формуль 
48} $ 14, чтобы съ помощью ей найти уголь луча идущаго 
‘ибъ точки () Кь точкв (2), въ 0вью ОХ. Такь какъ в% 7) 
3 26 ми `урлонилиеь подъ угломъ двухъ прамыхь, не встръ- 
зающадся ода ть. друсою, фазумёть уголь между имъ па- 
фазжельными прямыми, проведенными зрезь одву и ту же 


ла 


точку, то за. прямую 18 ушомянутой формулы возьмемъ ту, 
которая ‘идеть 6РЬ точки (2, у;; #) параллельны оби ОХ 
въ сторону возрастан!я 2—овъ; для такой „будемь „ныть 
=, &==2,; велждетыю Этого второй и трет члены л%- 
‘вой наоби упомянутой ‘формулы обратятся въ нули‚.а эь 
перзомъ ‘зленф второй множитель въ единицу, ибо будеть 


„-ИУ (2—2) =2щ—4; а потому, означая Чревъ в 
еоотв%тетвующее значене угла 9;,, мы получимъ: 

а ==. 
Ув идя 
Точно также для угловъ Ви у луча 15 .6ъ осями ОУ‘и.02 
соотвЪтотвенно найдемъ: 


6) 


в08 а 


4668. Ей: 71 <; 
ы У, аби Не-а 


[9 
&— 
Ув, — 2, ии ий 
Сравнивая еъ этими формулами формулы (9) 8 10, видим, 
что опрелфленныя въ томъ $ „постояяныя“ нзправлевя лу- 
ча суть не что иное, какъ косинусы угловь луча съ осями 
координатъ, направленныхь въ сторону возрастан!я соотвЪт- 
ствующихь перемфнныхь х, у, . (Ихъ принято называть 
„положительными направленями осей“).—Жогда прямая за- 
дана уравнеыяыи вида (1) 8 10, то какь въ силу этихь 
уравнен!й разности ‘одноименныхъ координать двухь точекъ 
прямой пропоршональны величинамъ 1, т, п, мы, согласно 
съ (8) $ 10, булемъ имЪфть: 


с087 


с08 а 1 сов В 


т 
Ут яз Ур л?` 


2) 


воз = 


йо 

Ур ира 
Дди прямой, лежащей въ плоскости ХОТ ‘будеть 2—2, =0 
Дтакже м для плоскости пареллельной этой), а петому изъ 


72 


{2} получимъ сову=0, олд, ?=5, и формулы (ри (2) 
обратятся въ таюя: 

2—2. —\%ь 
{8 Н, 
ини Урлетнити" 
соотьфтетвенно: 
{4} сова. 1 ‚ 0088 ыы 


Ува Ув. 
Какъ легко вид®ть изъ (1) и (1'’), согласно съ {7) 8 10, 


эти косинусы угловъ луча съ осями координать связаны 
тавимъ соотвошенемъ: 


(5) в032а-| с05? В -| су = 1. 


Для луча лежащаго въ плоскости ХОУ это соотношен1е 
обращается, по причин е0зу==0, въ такое: 


(6} 608? а-—|- е03*8 =1, 
откуда получаемъ: 
(7) + 9088 = эта, 
слд. 

В-та 


Означая теперь чрезъ а’, 8’, у’ углы оъ осями коорди- 


натъ луча 13, булемъ имфть для ихь 608—овъ выражены, 
получаюнцяся изъ {1) и (1°) чрезъ перем®ну 2 ив 8. Вета- 
вляя выЪето нихь, разно какъ и сейчаеъ упомянутыхь въ 


формулу (3) 8 14 имъ равные 1 косинувы, для сов угла 52 
между обоими лучвыи 15 и 3 получимъ такое выражен!е; 


{8) сов (812) = 08 а сов <’ -|- 603 В соз В" -|- е08 у сову", 


(Для лучей, ложащихь въ плоскости ХОТ, по (7) будемъ 
имЪть отсюда: 


(9) сов 312 = 208 @ с08 а’ -|- зи аа а", 


вогда расположен! е сторонъ угла такое, какъ осей ОХ и ОУ). 


'13 
Формула (8) обращавтея въ (5), когда лучи 12 и 18 во- 
впадають, слЪд. / 812-20, и въ такую: 
$08 < 608 а’ -|- в08 В сов В" -|- е0вусоз у" =0, (10) 


когда они перпендикулярны, соглаоно съ (7) $ 15 въ вилу 
(Па (Г). 

Когла прямыя заданы уравнешями вида (1) 8 10, имен- 
но одив уравнещями такими: 


[3 


другая такими: 


(12) 


то означая уголь между ними (или уголь между имъ па- 
раллельными прямыми, проведенными чрезь начало коор- 
динать по 7) $ 20) чрезъ ф, мы будемъ иыфть по (2), упо- 
требляя сокращенное обозначен! суммъ: 

1 Г 
08 - =. . 
ы Хуа Уз 


'Уеслов!е перпендикулярности (10) обратится по (2) въ такое: 


(8) 


И! -|- тиу пт’ 0. (14) 
Что каовется до услошя параллельноети прямыхъ (11) и 
(12), то оно будетъ такое: 


Г т’ ыЯ 

тя’, @5) 
ибо тогда и только тогда уголь ф обратится въ нуль или 
л; въ евмомъ дёлЪ, замЪняя въ (9) $ 22 разности коорди- 
нать имъ пропорщональными по (11) и {12} величинами, 


мы получимъ: 
а 1 1 
тор ‘ут >, 


8 эдфсь вторая часть можеть обратиться въ нуль только 
при уелови (15). Это впрочемъ елфдуеть и изъ еопоста- 


т 09) 
жтп 


= " 


‚24 


влензя (1) 8 16 съ (1) и (1/) наст. $: для прямой, ‚ проведен- 
ной чреаъ точку ев 23) параллельно прямой 12. мы по- 
лузимъ на основани этой формулы т» же самыя выражен! я. 
для с08—ОБЪ, или 7% -же, но съ ‘противнымъ энакомъ взя- 
тыя, (ибо значки Ги 3 помъияются въ. (7).3.16 ‚мЪотами 
для теперешней прямой). 

Сравнивая соотношаня (7) и. 47‘), в лавже, е5 и (17) 
$ 12 съ (5) и {10) наег. 8, видимъ, что деваль коэффищен- 
товь а, 5. с; а’, Р, с’; а", И, с" формуль (8) 8 12 ортогональ- 
ной подетвновки суть не что иное, какъ косинусы угловъ. 
между положительными направлевями стврыхъ координат- 
выхь осей и новыхь, прачемъ формулы (7’} и {41 гово- 
рять, что старая и новая системы состоять каждая изъ. 
трехъ попарно взаимнопернендикулярныхь направлен. 
[Воть почему эта подстановка и названа ортогональною]. 
„Именно будуть: ы 

а = в08(Х'ОХ), Ъ=00(ХОУ), в =в08(Х0Р),| 
(17) а, с08(У'ОХ), В =е08(У0ОУ), в, =е08(У'02); 

а, =608(2"0Х), 8=003(207),  с,-=ео8(7 02). 

Въ еамомъ длЬ, для точекъ новой оси (2 будуть у’ —0,, 
2—0; олд. вторыя части уравненй (13) 8'12 приведутея 
къ первымъ членамъ, вели ‘предположимъ, что точки” {2} 
(3) взяты на этой прямой; и мы получимъ изъ нихъ урав- 
неня новой ови ОХ’ въ старой систем коордиватъ; 


22—23 
ыы и 


=2.—з, 


откуда по (2) и слдують {17} въ енлу (11) $ 12. 
$ 24. Вернемея теперь къ общему уравненю плоско- 


ей [(1) $ 3]: 
[2 Аж Ву 02--- В =0, 


чтобы вывести ивъ него другой формы уравненя, болфе 
„удобныя во многихъ случаяхъ. Изъ этого уравнешя легко. 
волучить координаты тонекъ неровфчеюя плоскости, пред- 
„отавлиемой этимъ уравнешемъ, съ осями координ, но 
кримфчаню 2. $ 4 для этого нужно положить, деф. ненз- 


эфотныя въ уравневи’ (8) разщыми нужю, промф одной: 
значен!е этой поелфдией тогда опредфлится изъ (1) и 6у-- 
деть предетавлять величину (е0 энакомъ) отрфака соотвфт- 
ствующей оси, вчитаемой отъ начала координатъ, отефкаемаго- 
и ‘ней пноскоетью. Озчачая чрезо а, $, с. величины ‘этих. 
отрЬзковъ (еъ ихъ знаками) на осяхь ОХ, ОУ, 02 воотвт- 
втвенно, будемъ имть: 


де Фе =. в). 


Раздьдяя уравыен!в (1) на — Г), ва основани (2) мы 
дадимъ ему такой видъ: 


ау 8 


Эта форма уравнен!я плоскоети называется обыкновенно. 
„уравнешемъ по отр%экамъ“. Еели положимъ здЪфсь 2==0, 
то будемъ имЪть ‚уравневше по отрЬвкамъ прямой вЪ плое- 
кости ХОТ", по которой съ этою пересфкается данная плос- 
кость (1): 


Е ИВ 
ау -ф1=0. {4 
Этого же вида (при произвольномъ 2), будетъ уравнен!е 
плоскости (1) въ елучаЪ С==0: тогда эта плоскость будеть 
перееЗкать овь 02 въ безконечноети, (ибо ‘изъ (2) будеть 
слждовать с-=00); елЪд, будеть параллельна прямой 02. 


Опустимь изъ начала координать О из плоскость {1} 
перпендикулярь ОР и обозначимъ чрезъ р его величину; 
этотъ перпендикуляръ съ каждымъь отрфакомъ а, $, с, бу- 
цегь образовывать прямоугольный при точкЪ Р треуголь- 
никъ, если одноване Р этого иврнендикуляра соединить съ 
точивми, въ которыхь плоскость (1} переофквется съ ‘осями 
хоердинать; в потому, обозначая чревь а, В, у углы напра- 
влены этого перпендахуляра оть О въ Р с осями коорди- 
нать, по (2) 8 19 будемъ имЪть: 


р= сова 6088 = ссов7, (5) 
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откудь будемъ имфть въ`свою очередь: 


Е 


{6} вова =, 308 В р 


2 . 
$’ 9087=5 


Помноживъ уравненю ($) на р, на основьши (6) нолучимъ 
{7 хеова- усов 2есер? — в==0, 


— ураввене плоскости „въ нормальной формЪ*. Здфеь р 


обозиачаеть абсолютную длвну перпвидикуляра ОВ, в.а, В 
углы етого направлешя перпендикуляра съ осями коор- 
динатъ, 

Прамючаще. Воли воторвя нибудь нзъ величияь а, 6, , 
будеть отрицательная, то въ (5} и соофвфтотненный косинусъ бу- 
деть отрицательный; напр. вели а< 0, то и с03а<0; это ани- 
чить, что угломъ прямоугольнаго треугольника, нотораго гипо- 
тенузом будеть |з| (т. е. чиоленное эначен1о 2), в катетомъ р, 
будеть не уголь в, в уголь 2—5, ибо въ прямоугольномъ тре- 
угольниь остельные углы острые (см. $ 18, поси формулы (10).) 
Плоскоеть (7) будеть параллельна оси 02, когда будеть 

<037==0, (ибо тогда по (6) будеть с==00, и слЪд. плоекость 
вотр®тить ось 07 на безконечномъ разстояни оть начвла); 
въ этомъ случаЪ уравнеше (7) обратится въ таков: 


<?’ 2еоза-- усов} —р=0, 
или, такъ какъ соотношене (5) пред. $ обратитоя въ такое: 
(7, 808? а-|- с0%°} —1=0, 


откуда получимъ 
6038 = эта, 
въ такое: 


47") х608а--узша—р=0. 

Ояо же представить уравневе прямой въ плоскости 
ХОУ, по которой пересфкаеть эту плоскость (7), такъ какъ 
золожене 2==0 не измфияеть этого уравненя, 

Уравнеше (1) можеть быть и прямо приведено къ нор- 

„мальной форыЪ. Помножиыъ его въ этою цфлью на неопре- 
лъленный множитель 4, который нопробуемъ опредфаить 
такъ, чтобы полученное уравнен!е 


<} Ааа Ву-- (г Р)=0 
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сдфлаловь тождеетвеннымь уравненю (17). Это будетъ тогда, 
хогда будуть 


АА = вова, ЛВ = вов 8, Аб = вову, (9) 
АР =-р. (0) 


Возвышая (9) въ квадрать и екладывая, нб (6) пред. $ бу- 
демъ ‘имЪть: 


2248 -- В? -|- С) =1, [90 
откуда найдемъ 
1 
д» 
Фузтита ыы 
и шо {3): 
&а__ й В 
208 а Фужтрирог 608 В уврате' 
(3) 
087 ==-5 бо, 
— ИА ВЕ 8 
гд% знакъ опреджлитея изъ {10}; 
Р) 
Фузритя-— 2 99 


{Формулы для прямой въ плоскости ХОТ получатся изъ 
этихгь полагая С-=0). Такь какъ р есть абоолютная вели- 
чина, слЪл. вторая чаеть (14) отрицательная, то отсюда слЪ- 
дуеть, что знакъ предъь корнемъ должно взять противный 
знаку Л, для того, чтобы а, В, 7, опредфяяемыя по (13) от- 
носились къ направленшю перпендикуляра оть начала коор- 
динать иъ плоскости, Знакъ останется неопредвленнымъ, 
когда Р=0, а елфд. и р==0, т. е. когда плоскость прохо- 
дить чрезъ начало координать, Въ этомъ случа№ энанъ 
опредЪлитея по другому критерю. Еели за начаяо луча ОБ 
примемъ не начало координать, а оенован!е перпендикуляра 
на плоскости, сохранивъ то же самое направлене его, то 
этоть перпендикуляръ ор будеть направленъ въ ту сторо- 
му трехъ-мЬрнаго пространетва оть плоскости, по ноторую 
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-фувкизя, предетавянющяя лфьую-чаеть ураьиеыя (7), поло- 
экительная; ето сторона противная той, по которую оть 
плоскости лежитъ начало координать; ибо положивъ тамъ 
2—0, у==0, #=0, мы приведемъ ве кь —р. Для ураввея 
{1) лЬвая часть будетъ. отрицательною для х==0, у==0, 
2—0, т. в. въ начал» координать. при р<0; когда же 
Р.>о, она будеть положительная, а потому для призедея 
къ нормальному виду уравневя плоскости предъ редикё- 
ломъ нужно взять энакъ —. Этоть критеый сохраняеть 
-евою силу и тогда, когда Р =0: воетави и тогда по одну 
сторону пловкоети функшя Ах -{- Ву-|- = будеть >0, по- 
другую <.0. Замфтимъ, что лучъ ОР, опредфляеть „поло- 
жительное направлене“ нормали къ плоскости, какъ назы- 
ввють также всякую прямую перпендикулярную къ плое- 
кости. 


Изъь форыулъ (13} вытекають два важныя слЪдетыя: 

10. Угяовые козэффищенты нормали кь плоскости не 
зависять оть координать точки ветрёчи нормали съ пло- 
«екостью; сёл, „вс нормали къ плоскости параллельны“. 


Это предположев!е синтетически такъ докажетея. Пусть 
АА’ нормаль къ плоскости Р въ точиЪ А, а ВВ’ нормаль къ 
той же плоскости въ точк® В. 06% нормали перпендику- 
лирны къ прямой АВ}; остается показать, что онЪ№ лежать въ 
одной плоскости: тогда они будуть параллельны по $ 18. 
'Проведемъ съ этою пфлью чрезъ точку В въ влоскости Р 
прямую перпендикулярную къ АВ и отложимъ на ней по 
06% стороны диины ВС = ВР. Тогда, еоединивъ точки Сир 
еъ точкою А, получимъ изъ равенетва прямоугольныхь въ 
В треугольвиковь АВС и АВО, зо АС-АР; заз®мъ, 
еоедививъ и Д сь 4", изъ равенства прямоугольныхт тре- 
угольниковь А’АС и А’АР получимъ: 4’'С = А’Р. Такимъ 
образомъ три точки: В, А и А’ будуть равноудаяены отъ 
точекъ С и ДХ, а ельд. по 6) 820 и вбЪ точки плеокости, 
ными опредфляемой; будуть равноудалены отв би ВБ, и: въ 
чаетноети во точки- прямой ВВ", перпеняйлулярной‘ въ. В 
кь АВ и ложащей въ этойгплоскоети: 6’ так. какь ВО == 
== В"), Ве= ВБ; ВВ общаи, оторона въ треухольняцакъь 
ВСВ" и ВОВ", то углы СВВ” и РВВ” равны, и какъ они 
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смежные, т0’они прямые. Итакь ВВ” периендивунйрва къ 
двумъ прямымъ АВи ВС, лежащим въ плоскости Р, я по- 
тому. перпендикулярна м къ самой ‘идоскоети Р’по 7) 5 20; 
но какЪ въ кыждой точкВ плоскости можно возотавить толь. 
#0 одинъ перпендикулярь кь ней, то ВВ”`и ВВ“ должны 
совпаеть—иняче проведя чрезь 068 перпедникуляра, пло- 
окобть, мы бы получили, что изъ одной точки прямой— 
именно пересченя этой’ плобкости съ Р, можно провеетй 
дез. прямыяй порпейжиквулярныя къ той` прямой; что - нроти- 
зорзнягь ривевозтву прямых угловъ (ом. $ 15). Олёл. ВВ 
параллельна АА, что и требоваловь доказать. 

25. Угловые каэффищенты нормали къ плоскости (1} 
зависять по (13) лишь оть отношеня трехъь первыхь ко- 
эффищентовъ А, В, С въ одному изъ нить, и вовое неза- 
виесять оть послёдняго ноэффищента уравнешя Л. Отсюда 
олвдуетъ, что двЪ плоскости: 


Аз-- Ву 6+ Р==о, в9) 
д.2 Ву-- бр, =50, 
когда имфеть мфето пропорщя: 
4 _ В _ С 
ж=-в-5, ит) 


будучи перпендикулярны къ одной и той же прямой, про-. 
ходищей чрезъ начало координать, будуть по 6} $ 20 па- 
раллельны. Пропориия (17) выражаеть такимъ образомъ усло- 
ве иараллельности двухъ плоскостей заданныхь уравне- 
ниямн (16). Въ‘вамомъ дЪлЪ, если 4 есть знаменатель отно- 
10318 пропорция (17), то второе изъ этихъ уравненй (1$) 
можно такъ написать, раздфляя на а: 


Ае-- Ву 0+ В = 
вычитая его изъ (16) получимъ по р 6 уравиея{е плоскости, 


проходящей чрезъ прямую пересфчен!я плоскостей (16); но 
ато уравиено: будегь: 


; (8) 


Ро; [о 
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оно водержитея въ общемъ вид уравневя плоскости, когда 
4, В, С равны нулю; слЪд. предетавляегь плоскость, дёлаю- 
щую на осяхъ координать отрани а, 5, с, которыя по фор- 
муламъ (2) выходять для такой плоскости бевконечно-боль- 
пе, а поэтому вся плоекоеть лежить въ бевконечномъ уда- 
левши оть начала, а олд. и лия пересфченя нплоеностей 
{1); а елЪд. плоскости (16) при уелови (17) суть параллель- 
ныя одна другой, согласно еъ 8) 8 20. 


25. Подетвновка (2} 5 12 переносить начало коорди- 
нать въ другую точку—тамъ. старыя координаты. ея обозна- 
чены чрезъ —о, — 1, —>, (ибо, приравниввя 2’, у’. &, каж- 
дое нулю, получаемъ эти значев1я для х, у, 2, тогда какъ 
приравнивая нулю эти поол%дЕя, получаемь х’==а, у’ = 
=, 2—7; олд. координаты начела каждой оиетемы имфютъ. 
въ другой зоотвЪтственно тфже численимя значенщя, но про- 
тивный знакъ)—но неизыфняегь направленя координат- 
ныхъ осей, какъ то слёлуеть изъ сопоставлешя формулъ 
{3’) 8 12 (въ примёчан) съ формулами (17) $ 28. Новыя 
координатныя оси при такомъ преобразовати будуть пз- 
раллельны прежнимъ того же наименован!я. Въ самомъ 
ДЬлф, вели провелемъ чрезъ ось ОХ и точку (—а; —й, —7) 
плоскоеть, то по (4) 8 6 ея уравнеше будетъ: 


) — був =0; 
° уравнещя же новой оси ОХ’ относительно старытъ 069й суть: 
©) | у=— В, 
#=—?} 


сл%д. координаты любой точки ея: (=, — 8, —9) удовлетво- 
ряютъ уравнению (1); елЪд. новая ось 0'Х’ и прежняя ОХ 
лежатъ въ одной плоскости; но он% не ветрьчаются, ибо 
уравненщя (2) и уравнешя прежней ови ОХ: 


у=0 
(13) | 


не совыфетимы, когде В и у отличны оть нуля оба. или п0- 
крайней мЬрь одно; елЪд. О’Х’ параллельна ОХ. Тавже до- 
Ийкотся, что 0'У’| ОТ, 0'2'| 02. 


Кеждей лучь ИХ будоть съ зовыми сеныя кобриЙ- 
вать: дАлать тТ-же вамые углы, что и сь‘прежними. Овначая 
углы‘ его съ зослЪдиими соотвфтетвьнно чрезъ ‘а; В, 7; въ 
новыми Чревь а’, В, 7’, по общей формул для ивухь лу- 
чей. (4) $322 и (4') $ 12 (примёчан!е), мы будемъ ‘имфть: 


608 а’ — 008 а, 1 -|- 008 В. © -|- 087.6 = сова, {2 


ВИбд. а’ а. Также. доважемтъ, что В" ==, у’ =. 

` 26. На овповави` только что изложеннаго мы“ можемъ 
легко болучить’ формулу дающую разстояе какой-либо 
точки оть плоскости, причемъ подъ этимъ терманомъ разу- 
мфемъ длину перпеядикуляра, опущеннаго на плоскость изъ 
этой точки. Этоть перпендикуляръ ‘представляеть вполнЪ 
опредЪленную величину, ибо онъ короче неякой другой пря- 
мой, соединяющей ту-жё точку въ какою-либо точкою пло- 
коста: вЪ вамомъ дфлЪ, соединяя эту поелфднюю точку еъ 
основанемъ перпенликуляра, получимъ прямоугольный треё- 
угольникъ, котораго гипотенузою будеть прямая, соединяю- 
щая данную точку съ произвольно выбранною точкою плб- 
скости. Пуеть (2, у.52:) будеть данная точка; перенесемъ 
въ неё начало координать, оставляя тёже направленя ихъ; 
означая координаты точки. (2, у, 2) относительно новыхъ 
осей чрезъ (х’, у’, 2’), будемъь имфть: 


= -|- т, ууу, 28-21, а} 
такъ какь 2, У, 2, координаты новаго начала относительно 


етарыхъ осей, и слфд. —я2,, —\:, —2, коордиваты стараго 
начала отноеительно новыхъ осей. 


Вводя ато въ уравнен!е плоскости: 
1608 а -|- усов 8 -|- 2608у—р =0, {2) 
получимъ такое: 
2’ сова у’ в088--2' сову-х1 сова -|- у, 208 8-2; сов? —р=0: (8) 
полагая 
2, 609 а -1- у 608 в |- 216087 —р = — р, С) 
`Мокемъ предыдущее написать вороче ‘такъ: . 
‚2’ вов а {1008 8-5. 2087 -— ру 0. $ р $) 
* 
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Таль какъ. углы перлендикуляра изъ начала прежнить ко- 
ординать на плоскоеть съ новыми осями по пред. $ будуть 

° воотвЪтотвенно тё-же еамые, то (5) есть уравненю. той же 
оамой плоскости въ нормальной форм относительно. но- 
выхь осей, и сад, р., которое по (4) есть взятый съ про- 
тивнымЪъ знакомъ результать вставки выфЖето. текущих ко- 
ординать 2, у, 2 въ уравнене {2) координатъ 2, у: 2; дан- 
ной точки, будеть длина перпендикуляра, опущеннаго изъ 
новаго начала координать, т. е. данной точки, на плоекосфь, 
взятого. съ извфетнымъ знакомъ. Лёвая часть (4) будеть по 
$ 24 отрицательною, а слфд. р; будеть положительнымь, для 
вефкь точекъ (2;, У;, 2;), которыя лежать по одну. стерону 
плоскости еъ прежнимъ началомъ координать; для другой 
стороны р, будеть отрицательнымъ, ибо лфвая чаоть (4) бу- 
деть положительною. Это и понятно, ибо въ первомъ слу- 
ча вовов и старое начала координать будуть лежать по 
одну сторону илоскости, сл№д. направленя обоихъ периен- 
дикуляровъ, т. е. изъ стараго и изъ новаго началь коорди- 
нать, будуть совпадать, тогда какъ во второмъ они будуть 
притивоположны, а въ (4} а, В, 7 относятея къ тому же 
прежнему направленю. 


Еели уравнеше плоскости даяо въ общемъ видь: 
©) 4з-- Ви-- &--Р=0, 
то подстаповка (1) приведеть его къ такому виду: 
{7) Ах |- Ву'-|- Сг’ |- (аа -- Ву, | ба + 2) =; 


примъняя формулу (14) 5 24 къ этому уравнению, получимъ 


Ах, -|- Ву, -- 0. --Рр 

8 ЕР. 
(8) = увриря 2, 
т. в. искомое разетояве будеть: 


— Аж - Ву, -+- (+ р 
9 — 2 И а 
(9) = Ув ете , 

гдф но $ 24 для точки лежащей по одну сторону плоекоети 
съ началомь координать нужно брать знакъ противный 
\таку Л, для точки по другую сторону одинвкй, для того, 
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чтобы углы а, `В; ‘р отноенлиеь къ направлен перпёндику- 
ляра оть точки 0 (старое начало) къ плоскости. 

Формулы, выражающя разстоян! какой-либо точки 
(2, у, 0) въ плоскости ХОТ оть прямой, лежащей въ этой 
плоекости, получатея изъ (4) и (9) соотв®тетвенно, полагая 
во (2) е08у=0, ‘а въ (6) С=0, и будуть слёдующця: 


1) пебза фута ро» — Ри = 21 08а уувша 0; (Г) 


2) 


гдЪ зивкъ опредфляется, какъ и въ формул (9). 

27. Найденные въ предыдущихь 88 результаты позво- 
лають рышить много задачъ на прямыя и плоскости. 

1) Дана плоскоеть: 


Аз -|- Ву-- 02+ Ро [6 


и точка (2, 1, 2,}; провести чрезъ эту точку прямую пер- 
пендикулярную къ пиоскости.—Имфя въ виду, что эта пер- 
пендикулярная къ плоскости прямая будегь пареллельна, 
перлендикуляру, опущеняому изъ начала координать на 
плоекость, & косинусы угловь этого иерпендикуляра съ 
осями координать по (18) 8 24 пронорцюнальны кооффи- 
зцентамь 4, В, 0, мы по (5) $ 4 будемъ имфть таыя урав- 
нен:я для искомой прямой: 


#— а 


(2) 


2} Дана прямая: 


8) 


и точка (2, у, 21); провести чрезъ эту точку плоскость пер- 
иендикулярную къ нрямой (3). — Уравнен{в всякой плоскости, 
проходящей чрез точку (2,, \\, 21) имфеть такой видъ: 

р--бе— 2) =0; [5 


Рть ка сотв, плоокость. должна. быть перпендикулярна въ 
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прямой. (3), ел®д. нормаль къ ней параллельна прямой. (8), 
то должно быть по пред. 8: , 


6) ани! 


замЗняя въ (4) 4, В, С имъ пропоршональными величинами, 
будемь имЪть искомое уравнен!е требуемой плоскости: 
* 


6) еврея) 0. 


8) Провести чрезъ данную точку плоскость параллельно 
данной прямой. Задеча вта неопред®ленная, ибо въ (4) 
имЪются два отношеня коэффищентовъ къ третьему, а: уело- 
в одно: нормаль плоскости (4} должиа быть периевдиву- 
лярна къ прямой (8), елфд. должно быть по (14) $ 28: 


(2) 4 Вт-|- бп -=0; 


съ помощью этого можно исключить иёф (4 `вапр.; 0; бу- 
демъ имЪть: 


® Ара 2) #5] Вибе а) 0; 


это предетавляетъ, благодаря произвольноети отношен!я я 
пучекь плоскостей, осью котораго будеть прямая: 


(9) 


эт 


параллельная прямой (3) и проходящая чрезъ данную точку, 
квкъ то елфдуетъ изъ (15) $ 23. 


4) Если требуется провести чрезъ данную точку 


{2:, м, 21) плоскость параллельно прямой (3) и также пря- 
мой 


ЩИ „= 
(15) Нео, 
то къ увловшю (7) прибаеляется ещё подобное увлоню: 
@). АР-|- Вит | Оп’ ==0, : 


и задача отановитеа“ опреджаенною. Исключая А В;.б аъ 
 урбезейиВ:(а)руис (И), волучаыь урон мокомой нло: 
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екоети. вь такомъ видф: 
м Уи аа 
1 т® в |=0. {12) 
р =’ п’ 
5) Провести плоекость чрезъ прямую (8} параллельно 
‚ прямой (10).-_Ратенйе этой задачи содержится въ таковомъ 
предыдущей, ибо перпендикуляръ изъ начала координеть 
на искомую плоскость будеть периендикуляренъ къ обвиыъ 
указаннымъ прямымъ, а потому уеловя (7) и {11) между 
4, В, С будуть иыфть мЪото; что же касаетоя до уравненя 
(@) плоскости, то въ немъ за точку (2;, Ул, 21) слФдуеть при- 
нять точку (2, у, 2’) ка прямой (3), такъ какъ эта точка, 
изкъ лежещая на прямой (3) будеть лежать и въ искомой 
пловхости. по условямъ эвдачи; соотнфлотвенную ипзремфну 
слфлуеть произвести и въ уравнеши (12), чтобы имЪть 
уравнен!е искомой плоскости. 

Чо прямая, параллельная плоскости, будеть воя ле- 
жать въ ней, разъ только иыфеть съ нею общую точку, то 
это видно изъ (7) и (9); ибо вели въ (7) замфнимъ $, т, я 
имъ пропорцюнальными по (9) величинами 2—5, у--У1, 2—2, 
то какъ разъ получимь уравнен!е (4) плоскости, проходя- 
щей чрезъ точку (21, %;, #\), которому такимъ образомъ бу- 
дуть удовлетворять координаты любой точкн этой прямой. 

6) Найти кратчайшее разетояе между двумя прямыми, 
нележащими въ одной пноскоети. Пусть эти прямыя бу- 
дуть (3) и (10). Если проведемъ черезъ первую изъ нихъ 
плоскоеть параллельную второй, то по 5} уравыете ея бу- 
деть такое: 


дя" у 


(18) 


прямая (10), будучи параллельна этой илоекоети, будеть 
‘заходитоя оть нея въ одинаковомЪ разетояи на всемъ 
‘ввоемь протяжени. Въ овыомъ дЬлЪ, изъ (10) имфеытъ: 


ЗЕ я--14, уу, 2=7+199; (14) 


36 
если это вотазимъ въ лЪвую часть уравневя (18), то пе 
извЪстному свойству опредфлителя 4 уйдетъ изъ результата, 
а потому для разетояшя любой точки прямой (10) оть пло- 
скости (13) по формул® (9) 8 26 будемъ имфть: 


{15) 


в’ 
310 не зависить отЪ 4, & потому сокраняеть своё вначеше 
для вофхъ точевь прямой `(10) параллельной плоскоети, 
откуда и олВдуеть сказанное, СлЪд. въ этомъ же раветояня 
оть плоскости будеть и та точка прямой (10), пернендику- 
пяръ изъ которой вотрьтить прямую {8), елЪд. будеть об- 
имъ перпендикуляромъ ‘къ обфимъ прямымъ *), елфд. 
будеть иратчайшимъ разстоящемъ между обфими прямыми. 
Такимъ обравомъ формула (15) даеть искомое кратчайшее 
разетоян!е между прямыми (8) и (10) по величин%. 

Что касается до уравнен! этого общаго къ объимъ 
прямымъ (3) и (10) перпеядикуляра, то плоскость проведен- 
ная трезъ него и одну изъ этихъ прямыхъ, напр. (3); будучи 
лараялельна нормалямъ плоскости {18) и прямой: 3}, будоть 
имфть своимъ уравненемъ твкое: 


#—# уу 2—2’ 
1 т 


в 
(16) тп п? фт 
т'’п а Рт 


а плоскость, приведенная чрезь тоть же перпендикулярз, и 
прямую (10) предетавитея такимъ уравненемъ: 


#— уу ги 
Г т’ 
(1) 


[т ® 
в’ в’ 


в? Тт 
| # Е 


какъ параллельная прямой (10) и нормаламъ плоскоети {18). 
Совокупноеть этихь уравяешй и предетавить первевдику- 


*) нь прямой (10) по предложен обратному 11) 8 20. 
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ляръ къ обфиыъ прямымъ (3) и (10}, какъ лир, лежащую 
какъ въ плоскости (16), такъ и въ плоскости (17). Изъ етихъ 
уравневй можно вывести уравнензя перпендикуляре и въ 
форм» пропорщи; но аная направлеше  перпендикуляра, 
ЕЗЕЪ ВЪ ТО же время такового къ плоековти (13), намъ нужно 
знать только одну точку на этомъ перпендикулярь, чтобы 
еразу°ваибать эту пропорцю. Съ этою цёлью найдомъ точку 
ветрЁчи прямой (10) съ плоскостью (16), такъ какъ эта точна, 
нвходяев на лиши перебфченя плоскостей ‘и (16) и (17), бу- 
деть принадлежать искомому перпендикуляру. Для этого 
подетавямъ въ (16) вмфето х; у, # ИХЬ выражешя изъ (14) и 
опредълимъ 4 изъ полученнаго такимъ образомъ уравневя: 


[и Убита ии т9; 
1 т в 


яв В 1т 1-6 08 
мо | 
пли: 
ии прош | 
ив = 
м [1 И 09 
| | [ви Ки"! | [ев Рае | 


Белы въ поелЪднемъ опред$литол% перевтавить двЪ первыя 
строки и`ватЪмъ расположить его по элементам пюолЪдней 
етроки, то найдемъ для него такое значен: 


й 
=". (0) 
тп’ ] 
и потому изъ (19) получимъ: 


вы Уи #2 


1 т п |. 7 
= тв || |тв м тт |} #9 
У, п’ | фт’ 


Знося это въ (14), найдемь координаты оосновавя общаго 
перпендикуляра прямыть (3) и (10) на второй изь нихь; 
озиачея ить для краткости чрезъ х;, Ц, #., получимъ для 


неготащя уравнеия: 


2) р а Е 
тп вт фт 
т’ п’ в’Г т’ 


28, Перпендикулярь къ плоскоети дфлаеть, какъ ви- 
дЬли въ 7) $ 20, прямой уголъ еъ каждою прамод, прове- 
денною въ плоскости чрез, его основан, коль скоро 9» 
дЬлаеть прямой уголъ еъ двумя изъ такихь прямыхъ; раз- 
смотримт' тейерь ваклонрую къ плоености. Лучь, идупий 
изъ вакой либо точки 4 плоскости Р въ какую либо. очку 
В, не лежащую въ этой плоскости, будетъ дёлать уголь ВАС 
еъ пучемъ АС, проведеннымъ изъ той же. точки 4 плоско- 
сти Р въ, другую точку С этой плоскости, уголъ, который 
для различныхь положен! луча АС въ плоскости Р будеть 
различный; нетрудно найти наиббльную и наименьшую ве- 
личину для этого угла. Если изъ точки В опустимъ пер- 
пендикуляръ ВЛ на плоскость Р и основан! его ДР соеди. 


нимъ съ 4, то ДБ будеть тоть лучь, который дФлаеть въ 


АВ наименьший уголь, а его продолжеше въ протизную 
сторону—лучь АР’ будеть тоть, который дфлаеть наиболь- 
ий уголь. Въ вамомъ дЪлЪ, опустимъ изъ В перпендику- 
ляръ на АС и пусть Е будеть та точка луча ДО, въ кото- 
рой втоть перпендикулярь къ АС ветрётить втотъ пучь. 
Соединимъ теперь Е въ О: нполучимъ прямоугольный въ 
Р треугольникъ ВРЕ, котораго ВЕ веть гипотенуза: елЪл. 
ВЕ>> ВР. Но прямоугольные треугольники 48) и АВЕ 
имфють общую гипотенузу АВ, а противолежаце угламъ ихъ 
съ вершиною въ точкЪ А катеты въ первомъ изъ нихъ, какъ 
сойчась видфли, меньше чЪмъ во второмъ; елфд. уголь 
ВАР < угла ВАЕ*), т. в. уголь ВАШ, который какъ уголъ 
прямоугольнаго въ Л треугольника есть острый, будеть 
меньше угла ВАС, когда онъ оетрый, и подавно, когда 
онъ будеть прямой или тупой. Утоль / ВАТУ, допол- 
вительный ВАР до двухь прямыхь, будеть поэтому 


. *) 816 сяблуеть ибъ (3) $ 19, гдь при ‘пботойнив и”: 
‘время съ уз растеть эн, и наобороть. 


89 


больше угла В4С", пополвяющаго уголь ВАС до двухъ пря- 
мыхь когда онъ облрый, а слЪд. ВАС’ тупой, и подавно въ 
противном случаЪ. Такъ кавъ уголь ВАШ, какъ наимень- 
пи изъ угловъ, которые. лучъ АВ дВлаеть съ лучами АС, 
въ ‘илоскости Р проходящими чрезъ его основане въ ней 
А, есть величина совершенно опредфленная, то. подъ угломъ 
пуча’ съ плоскостью разумфоется именно наименьний изъ 
угловъ, которые этоть лучъ дЪлаеть съ различными лучами, 
проходящими въ этой плоскости чрезъ начало того луча. 
Треугольникь АВЛ прямоугольный въ 2, а потому уголь 
‘наклоненя луча въ плоскости, какъ назызають уголь ВАР 
луча съ плоскостью, имфеть своимъ дополнешемъ до пря- 
мого уголь АВР, или его вертикальный; этоть же посяЪд- 
н1й веть уголъ луча съ нормелью къ плоскости, которыя, 
какъ ужо’ анаемь, во® параллельны порпендикуляру РВ. 
Такимъ образомъ вопросъ объ опредЪленши угла луча еъ 
плоскоетью сводатея на опредфлен!е угла его съ нормалью 
плоековти, сл№д. къ опредфиенйю угла межлу двумя пря- 
мыми. Если лучъ данъ уравнен!ями: 


— (1) 


а плоскость уравнешемъ 
д»-- Ву--с:-- ро, © 


то уголь ф ваклонешя луча къ плоскости будеть имЪть 
евоимъ синусомъ величиву: 


41-- Вт-|-б%_— 
У де- в © УР 
по формуль (18’) $ 28 и {18) $ 24, такъ квкъ 


эт ф 


(3) 


: 2 
зп == с08 (*—5). 


ТЛАВА У. 
Двугравные н трегранные углы. 


29. ДвЪ плоекоети, перескаясь, раздфляютея каждая 
пополамъ; назовемъ каждую половину полуплоскостью, слЪдуя 
Ппаудту*) и Казану **), прямую первобченя ребромъ (или 
осъю} полуплоскостей (Каганъ, 1№19.). Чрезъ это ребро можно 
провести беачисленное множество полуплоскостей, совокуп- 
ность которыхъ называется пучкомъ плоскостей. Вообразимъ 
теперь ‘въ пространетвВ какую-либо прямую не ветрьчаю- 
щую ребра и не параллельную ему; каждая полу-плоекоеть 
пучка ветрьтить эту прямую въ одной точкЪ, и вели озна- 
зимъ (2, у, 25) и (2., жа, 2,) точки, въ которыхъ эта пря- 
мая вотр®тить основныя плоскости, то при посредетвв фор- 
мулъ (15) 8 4 можно каждую полуплоскоеть нашего пучка 
опредфлить чиеломъ т. ели чрезъ какую-либо точку (2, 1, 2} 
ребра и прямую 28 провести плоскость, то она переефчеть 
каждую полуплоскоеть но опредфлениому лучу, выходящему 
изъ точки (21, у,, #1) и вдущему къ точкЪ (х,, у». 2) вотрЬ- 
чи разематриваемой полуплоскости пучка еъ прямою 28, 
хакъ что каждой полуплоскости пучка будеть отвЪчать опре- - 
дЪленный уголъ соотв®тетвующаго луча, т. е. того, по кото- 
рому полуплоскость пересфкаетъ плоскость (123) съ на- 
чальнымъ лучемъ, 12 напр. Въ проэктивной геометри, 
прямолинейные ряды точекъ, пучки прямыхъ въ плоскости 
и пучки плоскостей, представляюние каждое различныя 
многообрая одного измфрен1я, обнаруженная сейчаеъ связь 
между ними, равно какъ и произвольность въ выборЪ пря- 
мой 23 и точки (2:, у, 2) на ребрЪ, опредёляющихь выЪ- 
ет% сфкущую плоскоеть пучка, имфють большое значеню; 
но для элементариой геометри ббльшее значене имфеть 
частное положен{е сЪкущей плоскости, именно то, въ кото- 
ромъ онв перпендикулярна къ ребру полуилоскоетей, (или 
ови пучна итъ). Чтобы получить такую плоскость, выбравъ 


*) т. Заид. беотешо дог Таро. 5 1-2. 
=*} Енань, В. Ф. Основытя гвометри. Опыть обосноваыя Евиди- 
дДовой: геометрии, Одесса, 1905, Гл. ХХТУ. Опредьшень 4. Стр. 204, 
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дерояевольную тачку (21, У, 21) на ребрЪ, проведемъ чрезъ 
её. ло прямой перпендикулярной къ ребру, какъ въ первой 
оеновной плоекости, такъ и во второй; плоскость проходя- 
щая, чрезъ эти два перпендикуляра и будеть искомая, пер- 
пендивулярная къ ребру полуплоскостей, а уголь между 
нерпендикулярами будеть предотавлять совершенно опредф- 
лавную величину, независящую отъ положешя точки (я: , 1, 2;) 
на рабрф. Въ. вамомъ дЪлЪ, выбравъ другую точку на ребрь, 
напр. (ху, и’, 2;), едфлаемъ тоже поетроен!е; то периенди- 
жуляры. къ ребру, чрезъ нее въ первой и второй основныхь 
полунлоекостихь пучка будуть параллельны прежнимъ, ео- 
отвфтотвенно лежащимъ въ тВхь же полуплоскостяхь, по 
$ 16; для параллельныхь же ипрямыхь по (15) $ 28 и (2) 
того же $ ковинусы угловъ каждой съ тВыи же осями ко- 
ординать будуть тьже самые, слЪд. по формулЪ (8) $ 28 
для косинуса угла между вторыми перпендикулярами по- 
лучится таже самая величина, Часть простравотва трехъ 
измЪренй, занимаемая вебмь непрерывнымъ рядомъ полу- 
плоскостей пучка оть первой основной до второй, называ- 
етея бвуфаннымь угломъ, ребро пучка ребромь двуграннаго 
‚ угла; первая и вторая основныя полуплоскости гранями его. 
Какъ сейчаеь видфли, каждому двугранному углу отвфчаеть 
опредьленный линейный уголъ, именно-—между перпенди- 
вулярами къ ребру, возставленными изъ одной и той-же, 
но какой-либо, его точки въ его граняхъ; этоть линейный 
уголь называется иврою двуграннаго угла. Два двугран- 
ныть угла называются равными, когда имфютъ одинаковую 
мЪру. При совыъщенм ихъ, они займуть туже чаоть про- 
странства. Въ оамомъ дфлЪ: совыфстимь сперва вершины 
линейныхь угловъ, служащихь мЬрою этихъ двугранныхь, 
а зат6мъ ребра, вращая ребро одного угла около этой точки 
до совпаденя этихъ реберъ; тогда совпадуть и плоскости 
этихъ плоевихъ угловъ, ибо чрезъ ту-же точку ребра по 2) 
$ 27 можно провести только одну плоекость къ нему пер- 
пендикулярную; вращаемъ телерь эту плоскость одного угля 
около ребра {общаго теперь обоимъ двугранныхь угламъ) 
до тВхь поръ пока одна изъ сторонъ линейныхь угловъ не 
совпадеть съ соотатотвующею другого: по равенетву угловъ 
вовпадуть тогда и другя стороны ихъ, а слфд. м воотвЪт. 
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ственныя грани, ибо чрезъ двЪ пересФкающяся прямыя 
можно провеети одну плоскоеть. Чрезь мзру двугранныхъ 
угловъ веф понямя и предложеня, касаюццяея линевныхь 
угловъ, переходать на двугранные углы. Мы отм®тимъ въ 
заключен! этого $ лишь одно слфдующее. Возьмемъ внутри 
двуграннаго угла (т. е. не на гравяхъ его, ни на ребр%) про- 
извольную точку, и опустимъ изъ нея пернендикуляры на 
трани его: уголь между ихъ направлешями оть этой точки 
къ гранямъ будеть дополнять до прямого мъру двуграннаго 
угла. Въ самомъ дфлЪ: проведемъ плоскость чрезъ эти пер- 
нендикуляры; она будегь перпендикулярна и къ той, и къ 
другой грани, а елёд. и къ лиши ихъ перосченя— ребру; 
поэтому ливш перееЪченя граней съ этою плоекоетью бу- 
дуть перпендикулярны къ ребру, и сл№д. уголь между ни- 
ми будеть м$ра двуграннаго угла. Мы получили теперь 
плосвЙ четыреугольникъ, въ которомъ два угла (при осно- 
ваняхъ перпендикуляровъ) суть прямые; елЪл: нроч4е будуть 
дополнять одинъ другой до двухъ прямыхь, такъ каАКЪ 
сумма вофхъ четырех угловъ четыреугольникя составляеть 
четыре прямыхъ, ибо овъ разбивветея щаговелью на два 
треугольника, въ каждомъ изь которыхъ по (10) 8 18 эть 
сумма равна двумъ прямымъ. Эта теорема сводить вачис- 
леве угла между плоскостями къ вычиеленю угла между 
ихь нормалями. 

30. Возмемъ теперь на ребрЪ произвольную точку и 
проведемъ чрезъ нее плоскость не проходящую чрезъ ребро: 
эта поелфдняя отрЬжеть оть двуграннаго угла чаеть, при- 
легающую къ ребру, которая называетея треграннымь углом», 
ибо имЪеть три грани, образуемыя частями трехь нлосно- 
стей, заключенными каждая межцу двумя изъ трехь его 
реберъ. Эти поелёдн!я чаети суть плоевые углы. Кром того 
каждыя двф грани образують по двугранному углу, реб- 
ромъ котораго будеть прямая пересфченя этихъ плоскостей. 

Теорема Г. Сумма плозкихь угповъ треграннаго угла 
меньше четырехъ прямыхъ. 

Для доказательства этого предлеженя отложимь оть 
вершины на кеждомъ иаъ трехь ето реберъ одну и туже 
анну; зазфмъ чрезъ полученныя три точки 4, В; 6’ про- 
Ведйыь плоскость и опуетимъ на нее изъ вершины 8’ тре- 


граннаго угла перпендикулаяръ, основан! котораго О соеди. 
нимъ съ точнамя 4, В, С: получимъ въ проведенной пло- 
екости три равнобедренвыхъ треугольника АОВ, ВОС, СОА, 
(ибо равныя наклонныя 6А, 5В, 90 къ плоекости разно- 
удалены оть основатя перпевдикуляра), каждый изъ кото- 
рыхъ будеть провкщей нв эту плозкоеть отрфаанныкь вю 
на. раняхъ равнобедренныхь треугольниковъ А5В, В8С, СбА, 
соотвЪтетвенно. Но проэктируемый треугольникъ и его про- 
экщя въ разематриваемомъ случаь имфють общее основане 
АВ, ВС, СА соотвЪтетвенно, но разныя высоты: высота про- 
экщи треугольника 40В будеть проэнщя высоты треуголь- 
ника АВ, и потому меньше послФдией, и т. д. елЪд. 
угояъ при вершин» перваго будеть болфе угла при вер- 
щин% поелЪдняго. [Въ езмомъ дЪиф, вели плоскость Л-ка 
АЗВ вращешемъ около общей стороны АВ съ его про- 
экшей провести въ совпален!е съ плоскостью треугольника 
АОВ, то обЪ вершины 8 и О окажутся по свойству равно- 
бедреннато треугольника лежащими на одномъ перпен- 
дикулярЪ къ общему ихь основаню АВ, возетавленному 
изъ середины АВ; этоть периендикуляръ раздфлить оба 


треугольника пополамъ, и т А0В окажется  зЕЪШНИМЪ 
угломь Д-ка 450, и потому ббльшимъ иосможнаго съ 
нимъ угла 48'0=1488]} Такъ тазъь сумма послфлова- 


тельныхъ угловъ вокругь точки 


408--В00-- СОА == за, а) 
т. е. четыреыь прямымъ угламъ, а сумма 
АбВ-- ВС -|- С5А < АОВ-|- ВОС-|- СОА, @) 
по езйчаеъ объясненному, то будеть 
43В-- 85 -|- С9А «аа, 8) 


Фогласио теорем% *). 


*) Аналятически можно докаавть на осяованн формулы (3) $ 14, 
зто, вели точка (2, 1, 2) удаляется въ безконечность по примой 
2, = жа у = 0+ 86 в И СЪ воарасташемъ { до безконечисети, 
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Теорема ТТ. Сумма вефхъ двуграяныхъ углов треграл- 
наго угла больше двухъ прямыхь. 

Доказательство. Возьмемъ внутри треграннаго угла точ- 
ВУ О и опустимь изъ нея перпендикуляры ва каждую изъ 
граней’ треграннаго угла ЗАВС, именно Ол’, ОВ’, ОС’на 
В8С, 084, и АБВ соотвётетвенно, и проведемь чрезъ’каж- 
дую пару этихъ пернендикуляровъ плоекость: получимъ 
новый треграныый уголь ОА’В’С”. Означая ‘двугранные 
углы каждаго изъ обоикъ трегранныхь буввою, етоящею’ на 
ребрЪ этого двуграннаго угла, по доказанному въ конц» 
пред. $ будемъ имЪть: 


(4) ДАЕИВОС-Ы, ДВД СОА а, ДОНА ОВ =, 
и, складывая эти равенства, елфдующее: 


© ДАНАВЕИОИ ВОС -- Д б0А'- / АОВ’-- 64! 


но по теорем { въ примзненши къ треграиному . углу 
0'А’В'0’ будегь 


(6) 1 В'09' / 6044  4ОВ' «аа; 


вычитая это неравенство изъ равенетва (5}, получимъ_ та- 
кое неравенство: 

[9 ДАНАВ-Д С а, 

которымъ теорема доказана. 

81. Трегранный уголь имфеть евой вертикальный, кото- 
рый будеть имфть своими ребрами продолжения реберъ 
перввто въ противную сторону оть вершины; грани его бу- 
дуть вертикальные угпы граней перваго; двугранные углы 
обоихъ будуть тоже равны, ибо будуть вертикаяьные еоот- 
вфтетвенныхь угловъ перваго по отношеню къ общему реб- 
ру; тЬмъ не менфе оба треграиные угла, вертикальные одинъ 


зо камдый множитель перваго члена стремится къ Ут. второго къ 
в ы ы 

‘узде ттотьято нь, тдф 0-51 7; олд, вен сумыв стремитоя 

къ: вид. уголь 9; стремится къ нулю. 
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другого, не будутЪ совмфетимы; въ свмомъ дЪлЪ ребра 50 и 
86", изъ которыхъ второй продолжен!е перваго въ против- 
ную оть вершины 8 сторону, лежать по разныя етороны 
плоскости граней А5В и А'5В’, (изъ которыхъ вторая пред- 
етавляеть вертикальный уголъ первой), и вели вращенемтъ 
плоскости въ самой себЪ вокругъ точки 6 на 24 мы приве- 
демъ уголь А’В’ въ вовпадене еъ угломь АБВ, то ОС’ 
обтанетоя на прежней сторонЪ плоскости и займеть поло- 
зкен!е симметричное положеню ребра ОС относительно этой 
пяоскоети. 

Между трегранными углами и плоскими треугольни- 
ками существуеть аналомя  причемъ плосве углы трегран- 
наго угла отвЪчають сторонамъ плоекаго треугольника, а 
двугранные его угламъ, которая переходить въ тождеетвен- 
ную для предфльняго случая треграннаго угла, который по- 
лучимъ заставляя ребра проходить чрезъ 7% же точки 
А, В, С пространства 8-хь измфренШ и удаляя вершину по 
нифкоторой прямой, напр. яериендихулярной къ плоскости 
АВС, въ безконечность: тогда ребра сд®лаютея параллель- 
ными, двугранные углы замфнятен ихь мфрами- углами 
Аза АВС, в илосюе ухлы полосами безконечной длины 
между ребрами, шириною каждой изъ которыхъ будуть его 
стороны. Часть трехм%рнаго простраства, ограниченная тремя 
плоскостями, проведенными чрезъ каждую пару параллель- 
`ныжь реберъ, называють призмою, которой ребрами будуть 
прямыя попарнаго переезченя ихъ, во№ параллельныя ме. 
жду собою; заключаюнщяея между каждою пврою реберъ 
части ограничивающихь плоскостей, каждая на всемъ без- 
конечномъ протяжени своеыъ одинаковой ширины, назы- 
ваютея граняни призмы. 

Въ общемъ случаЪ, не предфльномъ, треграннаго угла 
между его плоскими и двугранными углами сущеетвуютъ 
воотношеня, выражаемыя формулами „сферической триго- 
нометр! и“, которыя мы получимъ въ другой глав%. Что же 
касавтоя до условмя равенства двухъ трегранныхъ углоръ, и 
вообще многогранныхь угловъ, & также призмъ, то это веё 
можеть дальше развиваться обычнымъ путемъ, и потому мы 
нв этомъ не будемъ задерживатьен, а перейдемъ къ раз- 

сфнотревю простёйшаго, злемешарнаго пространства трехъ 
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измфрен!И, ограниченнятго со воЪхь сторонъ, ибо какъ пло- 
сё уголъ не предотавляеть вполнф отрапиченной части 
плоекооти, такъ и трегранный уголъ не предотавляеть впол- 
нЪ ограниченной части трехмфрнаго пространства. 

32. Чтобы получить такое проетьйшее, со возхЪ 6то- 
ронъ, ограниченное пространство, мы возьмемъ произвольно 
три точки А, В, С, по одной на каждомъ ребрё треграннаго 
угла, и проведемъ чрезъ нихъ плоскость, поелфдяяя пере- 
оЪчеть каждую грань цо прямой, которыя въ ней, самой 
обравуютъ треугольникъ АВС, з на каждой грани отрЬжутъ 
треугольный части ОВО, ОСА, ОАС, (гдъ О обозначаеть вер- 
шину треграннаго угла). Получится такимъ образомъ четыре- 
гранникъ или тетраздру, четыре вышеупомянутыя треуголь- 
ника будуть его гранями, в точки 0) 4, В, С вершинами; 
онъ будеть имВть 6 реберъ, именно 8 отрзка 04, ОВ, 06 
реберъ прежняго треграннаго угла, и три стороны ВС, 04, АВ 
треугольника въ с$кущей плоскости; по 3 ребра. сходятея 
въ каждой изъ 4-хъ его вершинъ 0, 4, В,.С. Эма верирены 
будуть каждая вершиною треграянаго угла, которыхъ 6у- 
детъ такимъ образомъ 4. Каждое изъ реберъ будеть реб- 
ромъ двуграннаго угла, когорыхъ будеть слёд. 6. 

Каждая прямая неограниченной длины, входя въ замкну- 
тое пространетво тётраздра чрезъь одну грань непремфино 
должна выйти изъ него чрезъ другую, ибо прямая съ пло- 
скоетью переефкается въ одной точкф; селЪд. прямая пере- 
сфказть общую поверхность тетраадра въ двухь точкахъ, 
вообще говоря; но она можеть выйти и чрезъ ребро, по ко- 
торому пересЪкаютея двЪ грани, или черезъ вершину, въ 
которой переефкаются три грани; елФл. можно сказать, что 
во второмъ случаЪ прямая, выходя изъ четыреграввива, 
первефкаеть двф его грани, въ третьемъ три грани, почему 
эти точки, будучи еовпадшими точками пересфченн съ 
двумя, соотвЪтетвенно еъ тремя гранями, называются крат- 
ными точками поверхности тетраедра, именно двойными, со- 
отвфтетвенно тройными. Такимъ свойствомъ обладають. ной 
точки реберь, соотвфтетвенно вершинь поверхности; телра- 
эдры они поэтому называются особенными точками его. ио- 
ворхвости, Если прямач:н входить, и выходить зрезъ ребра, 


омфынь фавличныя, (ибо деф прямыя перовфиаютоя въ 
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одной точкВ), т0, такъь какъ 06 точки, входа и выхода, 
двойныя, число точекъ ветрфчи прямой еъ гранями будеть 
четыре; если входить чрезъ ребро, а выходить чрезъ вер- 
шиву (вли наобороть}, то оть ребра до вершивы она будеть 
вея лежать въ грани, ими опредфляемой; если входить и 
зыходить чрезъ вершины тетраздрь, то будеть совпадать съ 
ребромъ, и слфд. число точекъ общихъ съ его поверхностью 
будеть безконечно-велико.—Прямая можеть проходить чрезъ 
точку на ребрф, или чрезъ вершину, и не входить внутрь 
тетравдра; въ первомъ случаЪ она будеть имфть двЪ сов- 
падийя обишфя точки еъ его поверхностью, во второмъ три, 
встрчая дв, соотвЪтетвевно три его грани. 

Плоскость, проходящая чрезъ вершину тетраедра, от: 
личная отъ его граней, можеть имЪфть только эту точку, 
тройную, общею съ его поверхностью. Она можеть прохо- 
дить также и чрезъ другую вершину, и тогда будеть имть 
общимь съ нею ребро, еоединяющее 06% эти вершины; 
она можеть имЪфть тогда только это ребро общимъ, или же 
еще и друшя точки, а именио можеть перееЪкать ребро, 
не встрЫчающее первое, и, елЪд. пересекать обф грани, 
которыя переезкаются по этому ребру. Еели же плоскоеть 
перееЗкаеть ребро тетраэдра, то непремфно пересфчемь 
и деЪ грани, сходянияся на этомь ребрЪ, а также одну 
изъ прочикь граней, или и обЪф прочёя, если будеть вы- 
ходить чрезъ ребро противоположное входному. Если она 
входить чрезъ ребро, то непремфнио встрётить противоле- 
жащее Этому ребро, если не проходить чрезъ одинъ изъ 
его нонцевъ, (т. 6. чрезъ третью вершину), въ какомъ слу- 
чаЪ совпадеть съ одною изъ его граней. 

$ 33. Выведемъ теперь иввар!анть тетраэдра, подобный 
тому, который былъ найденъ нами для плоскаго треуголь- 
ника въ конф $ 17 и преобравовенъ въ $ 22. 

Въ объихь формахъ заразъ поелъдЕй можеть быть 
полученъ изъ формулы для величины перпендикуляра, опу- 
щеннаго изъ точки (2, и!) из прямую, задвиную двумя 
точкаыи (2., уз) (7:, У3). Уравнене этой прямой получимъ 
въ форм опредфдителя, подставляя въ общее уравнеше 
рамой въ нлосноети 


42 -|- Ву-б=о [5 
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выфото текущихь координать таковыя опредфляющихт, её 
точекъ; получимъ тамя два уравненя: 


@ Аз, -- Вь-- 60, 
Ая, -- Вы 0=9, 
изъ уравненй (1} и (2) исключая А, В, С, получимъ: 
хут1 
(8) 2, 1 
28 91 


искомое уравнен!е прямой. Подетавляя сюдё вы№сто дну 
координаты х, и у, точки, раветояне которой до этой пря- 
мой требуется найти, и раздфляя результать на корень ква- 
дратный изъ суммы квадратовъ козффищентовъь при хиу 
въ уравненфи {3}, т. е. на 


(9) У — уз} -- (в — 25 ==, 


мы получимъ, означая чрезъ р; искомое разатояне точки 
(2, ®)) оть прямой (3), по освобождеши отъ знаменателя 
такое равенетво: 

ел | 


1 
[6 Яр = | 2% 1. 
13 %1: 
Правая часть его не мфняется въ своей величинь оть кру- 
говой перестановки строкъ по извЪстному свойству опред\- 


лителей нечетнаго порядка; лфвея же переходить въ слЪ- 
дующя двЪ (цри повтореши круговой перестановки): 


{6) За. Ш 812-23; 
слфд. мы будемъ имфть: 
| му! 
() Ри - $3 — р: - 941 == Р.В, 2, Уз |. 
21| 


"Отеюда видно равноправ:6 трехъ вершинъ (2 У), (т уз) и 
ь $) и инварантный харавтеръ этого выраженя по отно- 


99 


шеню въ ортогональной. подетановк®. По умножеи на 
#= 4, какъ то было найдено въ 8 22, это оказаловь выра- 
жен1емъ площади треугольника въ одиницахь, избранныхь 
для изы\реня плотадей фигуръ. 

34. Совершенно нодобнымъ образомъ мы найдемъ инва- 


рЯанть четырегранника, заданнаго его вершинами, и его 
геометрическое эначенёе. 


Подотавляя въ общее уравнен!е плоскости 

Аж-- Ву #-|-Р=о (1) 
змФоето (т, У, 2), текущихъ координать, координаты трехь 
точекь, чрезъ которыя должна проходить плоскоеть, мы по- 
лучимъ воглавво этому требованию таке результаты: 

Аж -- Ву, + 0, --р=0, 

Ав Ву -|- 6,- Ро, ©) 

да, Вы Ср; 


исключая А, В, С, Р изъ (1} п (2), получимъ такое уравие- 
16 искомой плоскоети, соглаено {8) 8 7: 


{фут 


виа 1 
зи 1-0, (® 
жир 1 


ре 


въ которомъ коэффищентамя при х, узи 1 будуть опре- 
двнители (третьяго порядка, соотв®тетвуюние элементамъ 
первой строки миноры (ем. (7), $ 7). Чтобы найти величину 
фо разотоян!я точки (м, у, 55} оть плоскости (8), по фор» 
мулЪ (9) $ 26 нужно подетавить змФото текущих коорди- 
нать 2, у, 2 соотьфтетвенио 2, У, 2, и затьмъ раэдфлать 
иа корень квадратный изъ суммы квадратовъ упомянутыхъ 
миноровъ, который по (9) и (10) $ 22 предетавить удвоен. 
ную нлощадь треугольника въ плоскоети (8) съ вершинами 
въ точкатъ, ‘отмфченныхь цифрами 1, 2, 3, которую овна- 
чимь чревь 26... Освобождая оть знаменателя имфющее 
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получитьей равенетво, мы придемъ къ такому: 


| №1 


жуй 1 
4) Эро | 1 . 
1 


ль Уз 2 1 


Направо получилея опредфлитель четвертаго порядка, кото- 
рый оть круговой перестановки столбцевъ, или строкь, м®- 
няеть только знакъ. Удерживая тоть же принципъ обозна- 
чея перцендикуляра пифрою коордннать точки, откуда 
оиъ опускается на противолежащую грань, а эту поелёднюю 
указывая нумерёми точекъ, чрезъ которыя эта грань прохо- 
дитъ, мы получимъ изъ (4) такое равенетво по раздёлени 
его на 2: 


Ро- рез == — р. бо = Ру - буи ра - бою 

2% 0% 1 | 
1| мил1 | 
2 | 2 Уз 25 1 | 


№ 4 1 


(5) 


Это равенство говоритъ, что какую бы грань тетраздра мы 
ни приняли за основаше, а противолежащую ей вершину 
за ей соотвЪтетвующую, численное значене произведен! я 
изъ площали основаня на соотв®тетвующую выевоту будеть 
равно половин опредфлителя изъ координать вефхь четы- 
рехъ его вершияъ. Численное значене этого опредфлителя 
по приведен!и его къ опредёлителю третьяго порядка, не 
изм няетея оть ортогональной подстановки, такъ какъ пре- 
образованный такимъ образомъ опредфлитель приводится 
къ проиаведешю прежяяго ва опредфлитель подетановки, 
который для ортогональной по (8) $ 12 равенъ +1. Онъ 
предетавляеть, какъ каждый членъ его раеврытаго выраже- 
я, Беличину трехъ измфренй, какь и часть пространства, 
занимаемая разематриваемымь тетраздромъ, & потому про- 
маведвшо его на низкоторый численный множитель р можеть 
бЫужить выражешемъ решичины объема и; тетрёзара, такъ 
ЭВ НО (5), ваши опредфлитель Бавёнь шбтоанной` величи- 
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н%, то будеть и объемъ постояненъ. Это вполн ясно при 
неизызнномъ положеши вершинъ тетрездра, вподнЪ его 
хопредфляющихь; но также и тогда, когда одиз изъ вершинъ 
го, напр., (2, У, 2) будеть перемЪщатьен въ плоскости, 
параллельной опредфляемой тремя прочими, уравнене ко- 
зорой будеть по сказанному въ 5 24, 2°, елЪдующее: 


= поет. (6) 


| 25 уз 25 1 


Отсюда между прочимъ вытекаеть теорема о равновелико- 
ети пирамидъ, имфющихь равноволик!я основашя и равныя 
высоты, какъ то видно изъ лЪфвой части (5). (Тетраздрь, 
когда одна грань принята за основане, & противоположная 
вершина за вершину въ» смысл наивыещей точки, называ- 
ется трегранною пирамидою, Многогранныя пирамиды реа. 
биваются дагональвыми плоекостями на трегранныя). При 
переход точни (2, И, 25) еъ одной параллельной основаню 
плоскости на другую будеть измфняться р, и опредёлитель 
эъ (5), и объемъ тетраэдра, ибо если точка (2, И, 25) вой- 
деть внутрь тетраэдра, то получится объемъ меньший преж- 
яго, ибо будеть заключать уже чаеть прежняго; при под- 
нятия ея, т. е. удален оть основашя вдоль того же пер- 
пендикуляра, получится новый объемъ, обнимающи прежьйй. 
Итакъ дЪйетвительно величина опредвлителя можетъ посяу- 
жить къ выраженю величины объема тетраздра въ приня- 
тыхъ единицахъ. 

За единицу объемовь принимвется объемъ куба, т. е. 
такого тфла*), котораго веф три измфрешя, т. е. длина, ши- 
рина н высота, равны. Хотя онъ хорошо извЪфетенъ, но мы 
должны получить понят! © немъ изъ того, что уже выве- 
дено нами равыше аналитически изъ понямя о многообра- 
зи. 


*) Так павывають въ Теометр часть пространства, ограничен- 
чую со вефкъ еторонъ, 
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. $ 85. Мы видфли въ $ 31, что когда вершина треграннаго 
угла удаляется въ безконечноеть, а ребра продолжаютт про- 
ходить каждый черезь ту же неподвижную точку, то тре- 

.гранный уголь превращается въ призму, представляющую 
неограниченное съ двухъ сторонъ пространство. Мы полу- 
чимъ ограниченкую призму, если пересвчемъ первую парою 
плоскостей параллельныхь, (или не параллельных). Новыя 
трани—въ скущихь {плоскоотяхъ—будуть треугольники, 
имЪюпе каждый свои вершины по одной на каждомъ 
ребрь. Вели об сЪкушйя плоскости перпендикулярны къ 
ребрамъ*), то призма будеть прямая. Каждая такая призма 
разбивается на три равновеликихь пирамиды еъ’ треуголь- 
нымъ основашемъ: вели проведемъ чрезъ вершину верхняго 
овновая и противолежащую ей сторону нижеяго основаня, 
плоскость, то она отрыжеть оть приёмы первую трогранную 
призму, имъющую съ нею общимъ нижнее основан посл д- 
ней; останется часть, которая бущеть имфзь. видъ пирамиды 
съ четыреугольнымь основашемъ, каковымъ будеть грань 
призмы, проходящая чрезъ вышеупомявутую сторону ниж- 
няго основащя призмы, а вершину въ той же точкЪ, кото- 
рая получилась вершиною первой пирамиды, Четыреуголь- 
ное овнован!е второй пирамиды есть параллелограмыъ **), ко- 
торый раабивается шагональю на два равные треугольника; 
олЪлд. вели приведемъ сЪкушую плоскость чрезъ эту дёаго- 
наль и вершину этой четыреугольной пирамиды, то она по 
(5) $ 84 раздёлится на дв равновелищя трагранныя пира- 
миды. Одив изъ нихь будеть имфть своею гранью верхнее 
основан!е призмы, равное вижиему (по параллельноетн ето- 
ронъ); противоположная ей вершина будеть лежать въ од- 
номъ изъ концевь стороны нижняго основан!я; ел№д. по (2) 
пред. $ этв пирамида будеть равновеликв первой, имя съ 
нею равных оенован!я и равныя высоты (онЪ равны раз- 
стоянНю верхняго основан! я призмы отъ нижняго, называе- 
мому высотою призмы). Итакъ трегранная призма, усфчен- 

ная парою параллельныхь плоскостей по объему равнове- 


*) ОБь будут» перпендикулярны ко вом» тремъ, если перпен- 
дихулярны къ одному ребру, на основания свойства парвялельныхь 
прямыть ($ 16). й 

**) Предполагая теперь сВкущя плоскости. параллельными. 
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лика сумм трехь равновеликихь трегранныхь пирёмидъ, 
и злфд. объемъ, послЪдней равенъ одной трети объема приз- 
мы, имфющей то же основане, и ту же высоту, что она. 

Еели черезъ четырё вершины параллелограмма прове- 
демъ параплельныя прямыя (нележащ]я въ его плоекоети), 
и чрезъ каждую пару ихъ проведемъ плоскость, то четыре 
изъ нихь, проходящя черезъ стороны ивраллелограмма, бу- 
дуть сторонами четыреграной призмы, а проходяшёя чрезъ 
агонали параллелограмма, — ея щагональныя плоскости. 
Эта призма безконечная; но вели усЪчемъ её двумя парал- 
лельными плоскостями, (апр. параллельными плоскости нер- 
заго параллелограмма), го получимъ конечную четырегран- 
ную призму, называемую параллеленипедомь, потому что каж- 
дая изъ трехъ ларъ противолежащихь граней будеть лежать 
въ параллельныхь плоекостяхъ. 

Параллелепипедь дагональною плоскоетью раздфляется 
нв двВ равновелищя трегранныя призмы, ибо онф будуть 
имЬть равныя основаня и равных высоты; каждая изъ нихъ 
затфмъ разбивается на три разновелив!я трегранныя пира- 
миды; елЪд. объем пираллелепитеда въ 6 разъ болыне объема 
трегранной пиралиды, имюющей основашемъ половину паралле- 
логранма нижняго основанёя папаллелепипеда, а высотою его 
высоту. 

5 36. Кубъ есть частный случай параллелепипеда, именно 
прямого, которато освованйе ееть хвадрать, а высота равна 
сторон® этого квадрата; веб углы, какъ плоск!е при 8 вер- 
шинахъ его, такъ и двугранные при 12 его ребрахъ, прямые. 
Мы построимъ тетраздръ, по объему равный 6-й части объ- 
емв куба, принятаго нами за единицу объема, отложивъ 
единицу длины оть начала на каждой оси координатъ, и 
проведя чрезъ полученныя такимъ образомъ три точки пло- 
скость; поел дняя съ отрёзкаын координатныхь плоскостей 
образуеть 4 грани искомаго тетраадра, такъ какъ отрьзки 
координатныхь осей ==1 длины, будуть тВ три ребра куба, 
которые сходятея въ той его вершин, которая совиадаегь 
съ началомъ координат. Коордаваты вершниъ поетроен- 


заго тетраэдра будуть: 


› №=0, 4=0 } (1) 
2: = 1, у:=0, 24=0; 2,550 9,=1, 2.50; 5-50, = 0,24=1. 


ж= 
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Подставляя эти значев!я воординать вершинъ тетраэдра 
въ опредфлитель второй части раненетва (5) & 84 и умио- 
жая результать етой вставки на п, изъ едфланнаго условя 
на счеть единицъ объемовъ мы получимъ такое уравнене 
для опредълешя величины множителя р: 


| 
{2) в | = 
| 


такъ какъ опредфлитель лфвой части —1, кажъ имфолий 
своими элементами по одиу сторону главной щагонали вео 
нули, то отеюда получаемъ: 


(3) вв. 


Помвожая (5) 8 84 на 1, на основаны (6) будемъ имфть 


сяфдуюпя 5 выражен И для объема тетраэдра: 


1 1 } 1 
зо ба 3 21 - бо == 5.2. Вал 3 23 бов 


| 20 о 20 11 


У = 
22 1 

[25 Ув ав 1 | 
Цервыя четыре выражет!я говорять, что „численное 


значен!е (единственное имъющее практическое значенте) объ- 
ема тетраздра равняется произведен! плошади основашя 


(4) =! 


1 й 
на -— высоты“. Отсюда врязу получаютея тая два пред- 


$ 
пожешя: 

1) „Объемь призмы, ограйиченной двумя параллель- 
ными плоскостями равняетея произведению площади оено- 
вашя на выёоту*, и, текь как паралавивиипедь дагональ- 
нею плосностью разбиваетея на двЪ равновейня!я призмы, 
тозар также: . 
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2) „Объемъ параллелепипеда равняетвя проиаведеню 
площади овнованя ив высоту“. Опредёлитель второй чаети 
{4} выражаеть этоть объемъ чрезъ координвты четырахъ его 
вершинъ, изъ которыхъ три поелёдяя лежать на ребрать, 
выходящихь изъ первой. 


ТЛАВА УТ. 
О сферь. 


8 87. Перемфнимъ въ формуль (1) $ 12 кординаты точки 
{хь, у, 25) на (2, у, 2), а координаты точки (2, Уз, 23) на 
{2% Уз. #0); тогда выражен! 


Уи -иЕтиЕ 0) 
предетавить величину растояв!я первой точки оть второй 
по $ 18. Оставляя 2, У», 2 постоянно имфющими то же 
значен!е, будемъ измфнять х, у, 2 такъ, чтобы выражение (1) 


сохраняло свою величину, напередъ заданную, 7, т. е. чтобы 
поетоянно было 


Ух — пу - уф — д == г, (2) 


тдЪ г постоянная величине. Возвышая въ квадрать 06% чв- 
ети этого раненства, получимъ такое уравнев!е 2-Й степени 
относительно текущихь координатъ х, у, 2 по перенесены 


г? наво: 
ему фт 0. {3 


Это уравневе предотавляегь геометрическое мзето точекъ, 
находящихся всф на одномъ и томъ же разстояни ==" оть 
точки (2, о, 20). Такое геометричеекое мЪфето или поверх- 
ность (по $ 2) называется сферическою или лиаровою поверх- 
ностью, или короче сферою. Займемея теперь ‘ея изучешемь 
на основани опредфляющаго её уравневя (8). Это проетВй- 
пий примфръ поверхностей 2-го порядка, тавъ называемыхь по 
степени ах уразневя относительно текущих координатъ. 
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5 88. Найдемъ сперва точки пересченя поверхности 
сферы (3) мред. 8 сь прямою 


4) 


{(2} 8 4). Отеюда въ 8 4 мы нашли: 


(2) аа, уу ты, ое ты 


вноея эти выражешя въ (3} пред. $, будемъ имфть: 
(8) Уы+и фито, 

или, раскрывая скобки и располагая по отепенямъ и: 
(4) еро-ния) из Уи") .и-- У вп =0 


Это уравнен!е 2-ой степени относительно и, & потому 
мы найдемъ отеюда для м два значеня: 


_Жие- Я (Ууе-а-я) 


рии 


5) в 


Эти корни уравнения (4) будуть вещественные, когда будетъ: 


(6) (Ук — Ув. [Уве ро, 


притомь при > 0 неравные, при =0 равные, и мнимые, 
когда тоже выражено будеть <0, Въ этомъ послрднемъ. 
случа обыкновенно товорять, что прямая (1) ве будеть 
ветрьчать сферы. Неравенство (6) можно текъ переписать 


по раздфлещи ив положительную величину У» 


® я [Хе -=э- (Хуже =) >в. 


Здьеь въ скобкахь [|] первый членъ прадотавляеть 
хвадрать разетояв!я оть центра (2, о, 20) еферы до. точки 
(7, у’, г!) на прямой (1), а возвышвемое въ кввдрать во 
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второмъ ‘члек® выражен!е есть проэкця того же раветоящя 
на прямую (1) (шо (2), (8) и (8) $3 10); поэтому выражеше 
вЪ вкобиахь [|] будеть квадретомь другого’ катета прямо- 
утольнаго треугольника, котораго названное растояне есть 
типотенуза, а эго проэкщя на прямую (1) веть первый катетъ. 
Этоть другой катеть будеть, слЬд., равенъ разетояю оть 
центра сферы до прямой (1). Означая его чрезъ 4, елЪд. по- 


латая 
2 
Хе" [Уузве- = е, ® 


мы можемъ (7) короче такъ написать: 


1—4: >0, (9) 


Сл д. прямая (1) вотрчаеть сферу, пока ея разетоян1е @ 
оть центрв сферы {2%, %5, 20) не больше #, ея ращуеа, при- 
томъ въ двухъ различныхъ точкахъ, пока <. 7, и въ двухь 
еовпадающихь, когда 4=х. Въ первомъ случаЪ отрфзокъ 
прямой отъ одной точки встрчи ея со еферою до другой 
называется хордою. ВмфетЪ съ ращусами пронеденными въ 
концы хорды (упомянутыя точки встрёчи) она образуеть 
очевидно раннобедренный треугольникъ, а потому пвриен- 
дикуляръ изъ центра сферы на прямую, по которому изм$- 
ряетея вн равстояве оть центра сферы, будетъь дёлить хор- 
ду пополамъ.—Во второмъ елучав, когда 4-=", 06% точки 
ветрчи примой со сферою сливаются въ одну, и прямая 
получаеть назвалие касательной жь сфер. Касательная пер- 
иендикулярна къ радуеу, проведенному въ ту точку сферы, 
съ которою совпадяють 06% точки ветрфчи прямой со ефе- 
рою, ибо и въ этомъ случаф выражен въ скобкахь [] въ (1} 
не порветаеть быть квядратомь другого катета того же пря- 
моугольнаго треугольника, котораго первый членъ тамъ евть. 


(®) Если подъ Х раздфлимъ на УЕ” 20}, а вв У помножимъ на 
эту величину, то стоящее по У выражено будеть о (1) $ 15 на оено- 
зави указанныхь формуль 08 угле можду лише {1} ивст. $ и лыв!ей, 
соединяющей центръ еъ точною (2”, у’, г”), отсюда и слдуетъ сказви- 
ное въ тексть, 
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квадратъ гипотенузы, а второй членъ-—кведрать перваго ка- 
тата (проэвшя гипотенузы на прямую (1)). 


8 39. Если дана точка на сферической поверхности, 
предетавляемой уравнешемт, (3) $ 87 и требуетея провести 
чрезъ неё прямую насательную къ сферф, то мы будемъ 
имфть задачу неопредфяенную, допуекающую безчиеленное 
множество рышенШ. Въ самомъ дёлЪ, изъ пред. 8 мы зна- 
®мъ только, что такая прямая, проходящая чрезъ заданную 
на сфер точку, будетъь перпендикулярна къ раддусу сферы, 
проведенному изъ ея центра въ ету заданную точку; но тё- 
жихъ прямыхь, перпендикулярныхь къ этому рад1уеу въ 
заданной точк® по 7) 8 20 будетъ безчиеленное множество, и 
они образуютъ одну плоскость; любая прямая въ этой илде- 
кости, проходящая чрезь заданную точку, будеть представ- 
лять искомую каесательную къ сферф прямую. Въ силу этого 
обетоятельства плоскость эта называется касательною илос- 
хостью къ сферЪ. ВеЪ точки этой плоскости вокругь точки 
хасавя будуть лежать вн сферы, ибо растоящя ижъ отъ 
ея центра, какъ наклонныя, будуть больше перпендиву- 
лярнаго къ ней радуса, проведеннаго въ точку каваня. 
Этоть послёдй будучи прололженъ, казываетен нормалью 
ъ поверхности сферы въ точкф касашя. {Вообще нормалью 
жь поверхности называется прямая къ ней перневдикуляр- 
ная, проведенная чрезъ точку касашя кь ней плоекоети). 
Это повволяеть сразу написать какъ уравнене нормали, такъ 
и урапнене касательной плоскоети. Сохраняя х, у, 2 для 
координаль точки на сферф, означимъ чрезъ & у, бтекупя 
координаты точки на нормали къ ней, в Х, У, 7 таковыя 
точки на касательной плоскости; тогда по (10) 8 4 для урав- 
ненй нормали будемъ имфть: 


{в 


м у 


такъ какъ нормаль проходить и чрезъ центръ и чрезъ точку 
насанйя касательной плоекосхи; & для уравнея самой ка- 
ательной плоскости по 2) 8 27 олфдующее: 


2) одежде 
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Это „ибольдиее прямо вытокаеть изъ услоыя первендику- 
Яярности прямой, постоянныя направлея которой пропор- 
пюональны разностямъ: 


Х—я У-у бд 


къ ращуеу, постоянныя направлен!я котораго пропорщональ- 
ны разностямъ 


#—2, У, 2—4, 


какъ то слёдуеть изъ услошя перпендикулярности (14) 
двухь прямых (11) и (12) $ 23. 


Это уравнен!е (7) можно написать еще иначе, замЪчая, 
чго 


Х—#=Х—ж—(=— =), и прочя подобныя; (3) 
тогда (2) можно такъ напвеаль: 
Ха-де—=У-юе-вд- Уеьй но; (4) 
придавая къ этому уравнене сферы (3) 8 37, получимъ: 
УХа-юде-щ-п=о. 5) 


Эта форма оть уравнен!я свмой сферы отличается тмъ, 
что (&— 2) замЪнено чрезъ (Х—1.) (2—2), и также по- 
ступлено еъ прочими координатами. 


$ 40. Задача провести касательную прямую къ сфер®. 
чрезъь внёшнюю точку тоже нзопредъленная, допускающая 
безконечное множество рёшенй. Пуеть (5’, у’, 2’) будеть эта. 
вн\фииняя точка; тогда уравнен!я искомой касательной, какъ 
прямой проходлщей чрезъ точку (=’, У’, =), будуть вида {1} 
$ 88, ЕДВ остается опредфлить {1т:я. Но изъ предыдущаго 
мы знаемъ только, что отрёзокъ ея отъ точки (5’, у’, 7’) до 
точки квеаня ость другой катеть ирямоугольнаго треуголь- 
нива, котораго гипотенуза предетавляется отрфвкомъ. пря- 
мой, соединяющей точку (т’, у’, г’) въ центроыъ сферы 
(25; Но, `2%), лю зечичийЪ равнымъ ихъ разстоявю, & другой 
атоме” веть русь ‘еферы, проведенный въ точку наейтя; 
пловность #8 `врямоугольна!о треугольнийе Намъ не дапа, 
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но извЪфетно, что она проходить чрезъ упомянутую прямую 
(типотенузу), елфд. есть одна изъ плоскостей пучка, ииЪю 
шаго евоею осью эту прямую. Геометрическое мф6то точекъ 
касатя веъхь искомыхь касательныхъ на сфер® будетъ пло- 
окая кривая, ибо разстоян1е вершины прямого угла отъ ги- 
потенузы, измвряемое по перпендихуляру, в сл%д. и раз- 
стоян!е его основавя отъ центря*), будуть во веей вери 
этихъ прямоугольныхъ треугольниковъ тв-же самыя. Слфд, 
всф эти перпендикуляры образуютъ плоскость перпендику- 
лярную къ прямой, соединяющей данную точку (х’, У’, 2’) 
съ центромъ сферы. 

Мы видимъ также, что всё эти точки касаня будуть 
отетоять оть основан ‘перпендикузяре не одну и ту-же 
длину его. Таюя точки плоскости, которыя ривно-удалены 
оть одной опредфленной точки пловкоети, образують ипло- 
скую кривую, которая называется охружноетью круга; короче 
говорять тоже хругь выфето этого, хотя собетвенно кругь 
означаеть часть плоскости, ограниченной со вефхъ сторонъ 
этою кривою. Если кругъ находитея въ плоскоети ХОУ, то 
эго уравневя примуть такой видъ: 


(и в и—и п, 
в=0, 


(в) 


причемъ, когда изелвдовате касается лишь плоекоети, вто- 
ров уравнене опускается. 


Кругь касашя къ еферф прямыхь, проходящитъ чрезъ 
точку (’, У’, г’) предетавитен такою парою’ уравненй: 


(2 — = --(у— -е—аф по, 
УХе-ме-ж-п=о, 


(7) 


Нервов есть уравнев!е сферы, второе плоскости круга, 
въ точкахъ котораго каевются сферы прямыя, проведенныя 
иаъ точки (5’, у’, 7’). Въ самомъ дЪдф, такъ какь илосвость 
эта перпендикулярна къ ирямой, соединяющей точку (2', у’, 2} 


*) Посльднее будоть третья пропорщоньльнай въ гипозену в и 
физвуву, кашь то слфдуеть паъ подобя длуть прямоугольныхь -тре- 
[ковЬ, цыфющихь при. центрь сферы общий утолъ. 


И 
съ пентромъ сферы, то ея уравневе будетъ- 


Умер, ® 


вели (21, У:, 21) суть координаты центра круга кавая, ко- 
торый лежить въ ней. Но, ели О центрь (2, %%, 55) еферы, 
М точка (2’, У’, 7), в М точка (2, у, #1), то по сказанному 
выше (ем. подотрочное примфчан{е} будеть: 


ОМ. ОМ= 1; - (9) 
<ъ другой стороны ОМ. ОМ есть геометрическое произведе- 
не отрЪзковъ двухъ прямыхъ, въ разсматриваемомъ случаЪ 


упавшихь на одну и ту же прямую, соединяющую ‘точки 
и М; потому по (2) $ 17 будеть: 


ом.ом- У — за); (10) 
ельд. по {9) и (19): 
Уи (иж). (11) 


Теперь, уравнене (8) можно такь написать: 
_ Ум [ео -@-—м] 0 (2) 

окладывая его оъ предыдущимъ, получимъ; 
Уе-юи-м-—"= 


<оглаено во вторымъ уравневемъ изъ (7). 


(13) 


Эта плоскость внолнё опредфлена, какъ видимъ, если. 
двва сфера и точка (2, у’, 7’) выЪ ея; онв называется поляр- 
мою плоскоетью точки {2’, у’, 2’), а ета поельдняя полюсомь 
той плоскости (18), по отношеню къ сферь 


Хей (14) 


`Уравнен полярной плоскости получается изъ уравненя ка- 
сательной плоскости (5) $ 89, ели выФбто текущихь воор- 
давать подом воординаты полюса (х”, у’, 2’), ® коорди- 
залы точки каОвЫ (т,.у,.2} будем разематриветь какЪ пе- 
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ремфнныя, текупия.— Если возьмемъ точку М внутри сферы, 
то по (9) точка № будеть внЪ оферы, (йбо если ОМ <», то 
0№>*; влЪд. полярная плоекость (13) будеть вея лежать 
внЪ сферы, и потому ие будеть ви первофкать, или, какъ 
говорять еще, кривая пересёченя вя со еферою будеть ини- 
ный кругь. 


- $41. Совокупность вофхъ прямыхъ, проводенныхь чрезъ 
точку (1’, у’, 2’) и касвющихея. сферы. 


{1} Уе-и-ныо 


образуеть поверхность, называемую коническою, ина просто 
конусомь; точка (1’, у’, 7) называетея вершиною конуса, а 
кругь каеатя его къ сферВ основанемь, если разематрива- 
ется часть поверхности оть точки (х’, у’, 2’) до круга каеа- 
ия, предетавляемаго по (7) пред. 8 парою уравнешй (1) и 
слВдующаго 


2) Хе е- фто, 


представляющего его плоскость; здфеь (2, у, 2) текушйя ко- 
ординаты, Но, воботвенно говоря, коническая поверкноеть, 
простирается, какъ ел производяцшйя прямыя, въ безконеч- 
ность какь въ сторону къ сферЪ, такъ и въ противополож- 
ную ей сторону. 

Каждая производящая, какъ проходящая чрезъ точку 
(=, у’, г’), предотавится такою пропорщей: 


[Е] 


#—т 1 у-и_т 
ыы 7 в® 2" т’ 


тд правыя части постоянный для кзждой производящей, 
но мЫвахугоя, 06$ въ. одно, время при пороходь точки (х, 1), 2) 
«> одной  проязволящей: ма друтую; ошья. мажду жнми, з. 6. 
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рай обфедфиениая зависимость, нийдя: Нбторую` ‘и’ подётА. 
вивъ выФото втихь  отношен ‘имь ‘равмыв’ по’ (4) ‘вели- 
чины, мы. и получимъ  уравневе коййческой поверхности, 
касательной къ офрь {1), съ вершиною въ точь © у. 2’). 


т 
`Уривнён8 между и -; получим, нениючивь Ра У; 2, КО- 


торыя для точекъь касашя будуть удбвлетворять какъ 0бо- 
нмъ уравненямь (1) и (2) круга кибавя, такь и обоимъ 
изъ ‘уравнен! (4) квобтельной прямой, слФд. веего‘иеъ че. 
тырехь Уравнен!й, что всегда возможно. Это исключен16 луч. 
шё всего‘выполняется такимь образомъ. Изъ'(3} получаем: 


и о а=я-м, уу 2; (6) 


внося это въ (1) и (2), получимь хамя два уравненя: 


"У + У Цит) У ив 
«уе Уе в @ 


текут‘ координаты отсюда уже искиючены; остаетея только 
исключить завиеящую отъ нихъ вепомохательную величину 
и. Изъ (7) находимъ: 


{8) 


внося это въ (6), получимъ результать, который легко при- 
водитоя къ такому виду: 


, В — 2’ 0% Хд . 
Уз 5. (1 ИЕ ) о ®@ 


первый множитель . 


в Уж (0) 


отличень оть нуля, ибо точка (1', у’, г’) ложить вы сферы 
& потому будеть равешь пулю второй, что по освобождения 
Фть знаменателя доставать текое уравнен!е: 


Я-то а 


8 


34 


ОИвъвтого уражненн видио, что задача возможна лишь, 
когда точна (1’, у’, 2'} ложать виЪ сферы, ибо тогда 
Зея из 
эени точка (х', у’, 2} ‘будеть лежать внутри еферы, то бу- 
деть 
УХе-в—п<о, 
и въ уравыенфи (11) оба члена будуть >0, олд. ово тогда 
не можеть быть удовлетворвио. зощественными. зцаченями 


отошоыйЙ {:7%.:7; олд. хогда задача не будеть имёть рё- 
зпеня. 

Лфвая чаеть уравнены {11} есть. одвородная . функця 
2-й отепени неличинъ 1, т, 9; а потому мы можвыъ ьъ нем 
заыЪнить ихь величинами х — 2’, у— у", 2—2, имъ пропор- 
кМональными по (8), что`м доставить’ ивыъ искомое уравие- 
18 касательной къ ефер® конической "нойерхноети: 


92 (Уе-ди а} - Хе (У в -н)0. 


Уже въ этой натуральной формЪ уравнешя видно, что. ко- 
ничесная поверхнооть будеть 2то порядка, проходящая 
чрез точку (2', у’, 2}; но можно привести это уравиве къ 
такому виду, что будегь видно также, что она проходить 
чанже и чрезъ вругъ каеатя. Въ самомъ дфяЪ, такъ какь 


{18} я ( фм), 
то, (прибавляя и отвимая 37), будеть 


(У 2х’ —=)} = (ГУ е- 2) (в) —=] - [Ув —2}"— = 


4) 
= (Уе-вде-во-н) (Уезд) (Уе-ву-н 
+(Уе-=—"}, 
и Ув Уе- =— зе пие- аи в 
{15} 


(ен [(Хелауе-в9-и]-+(Уе-жи-м) | 


115 


Ань ЯЗЬ (14) (16). въ (12), по сокращения позузиыт: 
(Уе-ое-и Уеыл Уевит] 05. 9 


Зифеь 2, у; 2 текуция координаты. Жени точву (2, у, 2) 
приведемь въ точну {5", у’, 2'), хо въ первомъ член® полу: 
чиыь ( (Хе м и то-же во второмъ’ член лАвой 
заети, ибо второй множитель ро одЪлаетоя раввымъ пер. 
вому, и потому лЪвая часть го тождественно обратитея в 
зуль; если точку (5, у, 2) приведемъ нё кругь насаюя, то 
первый члевъ лфвой части (18) будеть тождествоино равекь 
нулю цо (2), а второй множитель второго члена ея по (1); 
слфд. оцять лЪвая часть уравнен!я (18} будеть тождественно 
равна нулю, и для точенъ лежащихь на круг касавя. СлЪд. 
найденная поверхность дЪйетвительно проходить какъ чрезъ 
точну (#’, у’, 7’) такь и чрезъ кругъ каеаыя. 


$42. Можно прямо получить уравнене касвтельнаго 
конуса къ сфер съ вершиною въ точкЪ (5", у’, г’) въ. фор- 
мЪ (16) пред. $, исходя изъ другихь разоматриванй. По- 
верхизеть второго порядка, опредфляемая уравнешемъ вида: 


(Уе 2 =} (Хе щи) =0 (1) 


очевидно проходить чрезъ кругь, опредфляемый урёвиетн- 
мя (ри (2) пред. 8, ибо каждый пленъ въ этомъ уравнещи 
{1) дяя точекъ упомянутаго круга отдфльно равенъ нулю, 
Правда, тоже было-бы съ поверхностью 2-го порядка и тогда, 
когда мы взяли бы первую отемень лвой части (2) пред. $, 
а не вторую; но тогда при удален хочни (5, у, 2) въ 6е3- 


*) Изящный Былодь этого уревиввйн, оъ помощью формуль (16) 
$ 4 читатель найдогь эъ книтЬ проф. М.Е. Выщенко-Вахарченко: „Аша» 
‘литическвя Геометря двухь и трехь нзмфронй”. Юевъ, 1887. $ 633, 
стр... 654—655,—Аналогичное (16) уравиен! для нруга аъ олоскости ХОТ, 
дшн`котораго вмфють м®ото урьвиен! {6) 5 40 выводится тьмъ въ $ 298 
вы стр. 30%, Его читьтель получить ноъ (16), принявъ тамъ во только 

Е ложно м = ы зе ото продотаить перу каоалельныхь 
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Убиенизать борвый “лень базь-бы -==00\, & ВРОрбй == 003, й 
пра коночномъь 4 ураБнен! {1} нв изо бы ыБота, т.е. ное. 
Чучённёй Факимь обризомт поперхноеть 6 имЪла бы безко- 
нечно-удаленныхе точек, воторыя однако имфеть„ какъ 
вышо видфли, налхь касачельный къ сферь конусъ. съ. вер- 
тивою въ точ (27, у’, 2). Опродфлимъ теперь мвожатень 
4 второго злейй изъ усповя, чтобы нослёдняя тозка, т. ©. 
{= у, 2’); яожала бы на повержноети (1): `Юбхагая въ () 
21’, у=ау, ан, мы поучинь: 


@ (; а’ — =} + ^( (Ув РАЯ я} о! 
такь какъ выражеще 
8) Хе вн, 


зо на него можно раздфлить первую ‘часть Эрейндущаго 
уравнен!я, изъ котораго тотда получныъ: 


@) = — (Ув —#). 


Вноея это въ (1), полузимъ: 


© (Уе- гам). (Хе Уе-ву--м) 0, 


тождествениее {18) пред. 6. Что эта поверхность проходить 
чрезъ вермину и кругь касашя конуса, то ‘это было уже 
ирозрено 5ъ кондЪ пред. 8; зхо прочя точки кавательной 
къ оферь прямой (8) пред. 8 будуть зежать на этой поверх. 
мости, то это слфдуетъ изъ (6} пред. 8, которое 2-Й степени 
‘бхнобытельно и, слфд. прямая поверхнбвтв 2:8 ‘обивни мо- 
Нсать пересвнать лить въ двухь точкахь; вели же ихъ боль- 
ще, то прямая будетъ имфть вс точки обиця, а прямая {8} 
`имфехь еще безконечно-удаленную точку общею. Въ этомъ 
Убыждаемон и такы уразновше (6) веть: првобривовате ураь- 
ея (13) пред. $, которое зезь’ ®Ннороднвь 2-й ‚степеяк 
‘относительно равностей и, уу Е-Рук эти 
разности могуть быть звыфнены имъ. пропориолальвыми 


и 
въ оцир (8) зелплищемн. Л: т, м, при воявижь звачанйль 


2, у, =, удовлетворяющих ь урвввещямь (3) пред. $. 
8 48. Разомотримь хенерь кривую пересЪчетня сферы 


1) 


еъ плоекостью 
Ах -|- Ву-- бе + Р==0. {2} 


- Раветоян{е. повдёдней оть центра (и»’ №», 20). сферы шо (9) 
8 28 предетьвитея чивиеянымь значещемъ выраженя 


Ак --Вы-- бы, 


Унжа › ® 


если. оне 


дави б-р |, , в 

уз 

10 ногр®титься 06% поверхности не могуть, ибо самая блив- 

кзя къ центру сферы точка плоскости, именно основан 

зерпендикуляре опушеннаго на неё изъ центра’ еферы, б0- 

лёе уденена оть него, чФыъ любая точка еферы. Ветрёча 
можеть произойти только тогда, когда будеть 


Ат Ву -- бь-- В 
ее |<" © 


Въ елучаф знана равенства, об% поверхности будуть 
имЪфть лить одну точку общую, именно основаве периен- 
дикупяра, опущенной изъ центра еферы на плоскость, ве- 
ичина котораго-=х въ такомъ случаЪ; въ самомъ дфлЪ, 
разегояые каждой точки плоскости изъ окружвющихь оено- 
зан этото. периендикуляра, измёряясь по наклонной къ 
плоёкоети, будеть больше этого перлендикуляра, хоторый 
==; вк. воЪ. эти точки будуть пежать вн% офоры. Въ этомъ 
внучек плобковть.(9).будеть касательная къ оферЪ (1). ели 
ово бурь: НИТЬ. мс НаАЖи Зляяь 6. 53, 3 ИЧр- 
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коеть (2) пербебчеть сферу (1) пб. кругу; ращуеъ котораго 
будеть другой кётеть нрямбугальнаго Уреугольника, кото- 
раго первый катогь воть перпенднкуиярь изъ’. центра сфе 
ры на пноекоеть (2), а гипотенуза ращусъ оферы, провег 
денный вЪ общую точку обфихь поверхностей: тажь какъ 
‘типотенуза и первый калеть для вефхь точекъ кривой 
пересвчен!я остаются тВ же, то олфд. и второй катеть 6у- 
деть оставаться тотъ-же, откуда и слфдуеть, чло кривая 
пересфченйя будеть кругъ. 


Въ елуча%, когда плоскость (2) имфетъ одну общую 
точку со сферою, этоть вругь стягиваекся въ: одну‘ Хочку 
касашя. Еели плоскость будеть приближатьея къ центру 
сферы, то первый катетъ будатъ. умёнышатьея, тогда какь 
гипотенуза будетъь сохранять. евою величину ==»; въ силу 


ь 
теоремы Пиеагора [(1) 8 13] второй катеть будеть расти, 
пока не достигнеть позможнато для него манеимума 7 въ 
моментъ, когда первый получить евов ‘минимальное эначе- 
не —=0, т. в., когда плоскость (2) будеть проходить ярезъ 
центръ сферы. Кругь, ло которому сфера нересФкается пло- 
скостью, проходяшею трезъ ея центрь, называвтел поэтому 
большим кругохь сферы, тогда какъ всф прозе круги, но 
которымъ сферу пересфкаютъ плоскости не проходаяшуя ярезъ 
ея центръ, называются малыми, кругами. Ве больние круги 
данвой сферы вуть одинаковой величины, такъ что еели це- 
реялести икь на одну плоскость и привести въ совнадене 
ихъ центры, то соврадуть дфликомъ ить окружности; боль- 
нцо круги на данной’ еферЪ могуть различаться только сво- 
имъ положешемъ, т. в. положешемъ ихь плоскостей. Малые 
круги, радуеь которыхь можеть равняться каждой дливТ, 
которая >09 и <», могуть различаться не только полож;с- 
вемъ, но и веничиною. 


Анелитически это докажетея весьма легко, если пред- 
положиыть, что центръ сферы находится въ началЪ коорди- 
нать, сяЪд. хь=-0, У ==0, 4—0, и потому уравневе ея бу- 
деть - . 


©. фут, 


& пяобноеть ефкущая пвраллельна ‘иаосковти ХО, 


8 


уранненв 

ё=5; {?) 
хриввя нервсфчетя будеть въ этомъ случа на плоскость 
ХОТ проэктироваться въ натуральную зеничину, какъ каз- 
дая прямая соодиняющая как!я-либо дв№ точки кривой ‘пе- 
резфчешя ло 8 21; эта проэнщя предотввитея уравненемъ 


зу = 0, (8) 


хотаров получимъ, исключив изъ # изъ {6) с5 помощю (7), 
и положивъ 


пов, . 6) 


Вее вышесказанное есть пероводъ ла слова, выражаемато 
этими формулвым {8). и (9): 

8 41: Когда ипобкость касается жь сферЪ, то она назы- 
вается касатольшою плоскостью, какь уже быно оказано 
вышо. Если дана точкв касашя на ефер®,--пуеть (2, У, 21), 
ураваеню плоскости, касательной въ ной къ сфер, можеть 
быть сразу напислио. Такъ какъ искомая касательная плос- 
кость проходить чрезь точну (11, Ч, #;), то ея уравнен бу- 
`дёть вида 

Ае— 2) Ву бу) бед) 0, (9) 


в пакь она пернендикулярна къ ралуву еферы, проведен- 
ному изъ центря (хо, И» 20) сферы въ хочку кавазтя (7, у, #,), 
котораго ностоянныя направлен я пропорщонаяьны вели- 
чиНамЪ: 


2, ИУ АА, (2) 

ло по (2} 8 27 должна имфть мфето пропорщя: 
А В 6. 
= ; 
2-ю ть 


заыВняя въ (1) ооффицаяны 4, В, С ямъ пропоршональ- 
`выми величинами, мы полузимъ ивкомое уравневе кзоя- 
тоньной. плоскости къ ефер® въ точи (2, у, 2;), на ней 
‘заданной: ро 


(8) 


2—5 


м Ву уни) ео, 4) 
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‘или, такъ какъ й-—т, 
пред. 8: 
6) Ув а -—-0 


тдЪ (2, у, 8) тевупия коордиваты. 

Еели требуется провести касательную плоскость кь 
сфер чрезъ внфшнюю точку, то эта задача будетъ неопре- 
дЪленная, въ чемъ убёждаемся слЪдующимь образоыъ. 


—%-— (2: 20), и проч., по {1} 


Еели опять (71, и, 2) будеть точка касаня искомой 
‘плосковти, нока намъ нензвфотная, то прямая соеданяющая 
в& съ данною точкою (х’, у’, 2) будеть касательная къ сфер, 
находясь въ касательной плоскости и поэтому будучи пер- 
пендикулярною къ ращуеу проведенному изъ центра въ 
точку касвым (2;, у,. 2,); такимь образомъ въ каждой касв- 
тельной плоскости проведенной черезъ внзшиюю точку пе- 
жить касалельная къ оферЪ прямая,, проведенная чрезъ ту- 
же виЪшнюю точку; точно также чрезъ каждую касательную 
прямую къ оферЪ, проведенную чрезъь внфшнюю точку, 
можно провести плоскость перпендикулярную къ `рад1усу 
проведенному чрезъ точку касан:я прямой, которая поэтому 
будеть касательною къ оферЪ плоскостью; сиЪд. чиело каса- 
тельныхь алоекостей къ оферф, проведенныхь чрезъ внЪш- 
нюю точку, равно числу прямыхъ, касательныхь къ сферЪ, 
проведенных чрезъ ту-же точну. Точки касан!я будутъ сл%д. 
точками окружности круга, по которой ефера переефкается 
плоекостью полярной данной точкё по отношеню къ этой 
сферЪ. Касахельный ковусъ можно поэтому разематривать 
не только какъ геометрическое мФето, (или совокупность) 
вов хъ касательныхь прямыхъ, которыя можно привести къ 
сфер чрезъ данную точку, мо также и какъ обертку вех 
кавательныхъ къ сфер® плоскостей, которыя можно провести 
къ оферф чрезъ ту-же точку. 

$ 45. ПоелВ изложеннаго въ пред. 88 относительно 
сферы читателю ‘нетрудно ` получить вамому соотвфтетвую- 
ия предложешя относительно круга, которыя аналогично 
могутъ быть выведены изъ уравнен!й (6) 8 40 аналитичееки, 
вли еинтетически изъ его опредфлешя обычнымъ порядиомъ. 
Поэтому мы не будемъ излагать эдфеь подробной теори ви 


ео 


круга, ни еферы, а люшь обратимъ внимеше на число то- 
чекъ, которыми вполн® опредфляетея кругь въ плоскости, 
и ефера въ пространств® трехъ изыфренй. ` 

Напишемь первое изъ уравнешй (6) $ 40 въ равкры- 
томъ видЪ: 


22| у" — тож - Зуу -- (д уз’ — 72) =0, [60 
или, положивъ для краткости 
жи "4, @) 
въ такомЪъ: 


а о — уу ра 0 8) 


Здфеь три неизвфетныхь коэффищента:— 22, — уз и а; 
изъ которыхъ поелфднев останется таковымъ и послВ того, 
хакь булуть даны эначеня х, и у, ибо во (2} входить 
третья нсизвзетная величина’. Для опреджлетя трезь не- 
изветныхь нужны три пезависимыхь уелов!я, каковыми 
могуть быть условя проходить чрезъ три данныя точки, 
пуеть 


(оу) (ть), (в, 5; 4) 


подставляя ихъ координаты въ (8), будемь имёть три урав- 
нен!я: 


уе — 2, — у: 9 =0, 
жа’ у — Ри, — Зулу а =0, (5) 
2 уз" 2, — уз + а=0; 


цеключая изь (3) и (5) величины 1, — 9%, — 2%: и @, полу- 
чимь уравнене искомаго круга въ форм% опредфлитеня: 


эу гу 


Руа и 


1 

} 

. = 0. (8) 
Ру то 1 
1 


В 


Оно представить однако на самомъ дл кругъ ленвь тогда, 
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когда будеть 


жит 
(7) 2 фт +0 
3 №1 


т. е. когда три данныя точки не лежать на одной прямой 
(см. (5) 7): въ противномъ олуча® членъ 2-й степени 22 -{- у? 
уйдеть изъ уравнешя (6), и оетапутоя лишь тв злевы, кото- 
рыя останутся въ немъ послЪ замфны 2?-|- у? нулемъ: 0; 
тогда уравнен!е (6} приметь такой видъ: 


о хх 


1 
к 
8 з 2х 
жару 2 у 1 
2 -у 2 у 1 
и представить прямую въ плоскости ХОТ, будучи 1-Й оте- 
. лени относительно текущихъ координатъ, которая проходить 
чрезъ каждую изъ трехъ точекъ (4), какъ то видно изъ (6}, 
въ которомъ дв® строчки дфлаются тождественными, когда, 
текупия координаты замфнимъ координатами одной изъ 
этихъ точекъ (4). Но въ этомъ случаф, т. е. когда опред%- 
тель (7)==0, мы получимъ изъ уравнев!й {5} для коорди- 
нать точки (х, Уз) и величины 4 безконечно большя значе- 
ня; слЪд. центръ искомаго круга удалится въ безконеч- 
ность, а по (2) и ращусъ г сдЪлаотея безконечно больщимъ 
{ибо х? и у? будуть со”); поэтому можемъ сказать, что въ 
этомъ случа чрезъ три точки, лежания ина одпой прямой, 
можеть проходать лишь кругь безконетно больтого радйуса, 
еъ центромъ на безконечно-больтомъ разотояи сть этихъ 
точекъ; но какъ по {8} видно, что это будеть прямая, про- 
ходящая чрозъ дэф изъ этихъ точекъ, то мы видимъ, что 
прямую можно разематривать какъ кругь безконечно-боль- 
шого радфуса съ центромъ въ безконечно-удаленныхь чаетяхъ 
плоекости. 
$ 46. Точно также, ‘раскрывая уравнение (3) $ 87, мы 
полузимъ такое: 


0 фир оия — Зуу— ааураа-т0, 
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или, полагая для краткости: 


авиа, {2) 
сиЪдующее: 


и а-иаиу ааа (8) 


Здьзь четыре ненззВотныхь, независящихь одпа оть другой, 
именно — 22, — 2%, —22 и & (г будеть зввисФть цо (2) 
оть вефхъ нхь}; а потому для опредфленя ихъ нужны че- 
тыре условя, каковыми могуть быть услошя, чтобы нокомая 
сфера проходила чрезъ четыре данныя точки: 


(п, у, а), @ь у, 


(в, 29) и (в, ур 2); (4) 


подотавияя ихь координаты вм®сто текущихь въ уравнеше 
(3), мы будемь пыфть так я четыре уравнен!я для опред®- 
лешя четырех искомыхъ величинъ — 2%, — 2% --24 и 


| уе -- а — Этот — Вуди — ао -- 4==0, 


жиру ай — Зваь — Зуд, — 2-Е 4==0, 


| Ки 25° — Этот — Зууз — За 54 ==0, м 
| арену? На? — Эт, — Зум — а, --4=0; 

ноключая — 22, — 2%, — 320 и 4 изъ (8) и (5), получимъ: 
арии зу 
жил! 

м ва 1 {6) 
жд 1 
па 1 


— уравнен искомой сферы въ формЪ онредфлителя. Но 
оно будеть предетавлять сферу лишь пока будетъ соблю- 
дено уелов!е: 


+0, (7) 


# 

ыы 

ыы 
нннн 
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т. е. пока воЪ четыре точки но ложалуь вт, одной плоскости, 
какъ то слёдуеть изъ (8) $7. Еели же онЪ ве будуть ле- 
жать въ одной плоскости, то какъ по этому равенству (8) $7 
будеть имъть мЪото сл дующее: 


я у 1 
Е 21 
®) з. У 2 о, 
28 Уз 2 1 
я, и м № 


то изъ уравневя (6) уйдеть членъ 2-Й степени 41| у°-|- 2”, 
и оно обратитея въ уравнене 1-ой степени, сл%д. предета- 
вить плоскость, которая будеть проходить чрезъ каждую изь 
четырехъ точекъ (4), что провфряется совершенно также, какъ 
и въ пред. $3 въ аналогичномъ елупа. Сьъ другой стороны, 
изь уравнен!Й (5) получатоя при (8) безконечныя значешя 
для 2%, И, 20 и @, а елёд. изъ (2) н для г (по той же при- 
чинъ, вакь и въ пред. 8), т. е, центръ еферы въ случа (8) 
удаляется въ безконечноеть, а ратует дЪлается беэконеч- 
нымъ. Слфд., можемъ сказать, плоскость веть предфльный 
образъ сферы, когда ея центръ улаляетея въ безконечность 
и ращуеъ дЪлаетея безконечнымъ. 

Кругъ, опреджляемый тремя точками, есть кругь оти- 
санный около треугольника, котораго он® суть вершины. 
Точно также сфера, опредзляемая четырьмя данными т09- 
ками, не лежащими въ одной плоскости, есть сфера описан- 
ная около тетраэдра, котораго четыре денныя точки суть 
вершины. Построен!е ихЪ сводится къ отыскан!о пентра, ко- 
торый получаётея для круга какъ пересЪчене прямыхъ, 
представляющихь геометричеекое мото точекъ плоскости 
равноудаленныхь оть обфихъ точекъ одной пвры изъ дан- 
ныхъ, другая оть другой; для сферы же какъ первеФченю 
лрехь плоскостей, предотавляющихь каждая геометрияеское 
мФето точекъ пространетва, равноудаленныхь оть `обжихъ 
точекь одна одной пары изъ данныхь, другая другой 
третья третьей. . 

Сферу по четыремъ данным точкамъ можно построить 
также иначе, в именно, построинъ круги, проходяпце оданъ 


__ 1% 
\резь тозки 1, 2, 8, другой чрезъ точки 1, 2, 4, и проведя 
чрезъ ихьъ центры прямыя перпендикулярныя къ ихъ пло- 
скостямъ: первая изъ нихъ будеть геометрическое чето 
вобхъ точекъ пространства равноудаленныхь оть точекъ 
1, 2, 3, а вторая —оть точекь 1, 2, 4; онЪ ветрьтятея, ибо, и 
та и другая лежатъ въ плоскости, проведенной чрезь еере- 
дину ребра 12, перпендикулярно къ нему, какъ то елфдуеть 
изъ перваго способа построещя. 

Ве друфи теоремы и задачи на кругъ, или еферу, 
обыкновенно разсматриваемыя въ куреахь начальной или 
зналатической геометр}и, какъ допускающия поел изложен- 
наго обычное трактован!е, мы не будемъ здЪеь разематри- 
вать. Точно также можемъ опустить и выводъ формулъ пло- 
ской тригономегри, берущей за исходный пункть свойства 
круга, такъ вакъ уже имЪются курен плоекой тригонометри, 
въ которыхь т и ов опредЁляютея прямо отношешямя 
катетовъ къ гипотенуз$, (ем. наши формулы (2) и (8) 8 19), 
что притомъ имЪло бы лишь повфрочное значеше, Но мы 
раземотримъ связь трэгрипныхь угловь со сферическими 
треугольниками, и постараемся вывести простЪйтдимт, обра- 
зомъ главныя формулы сферической тригонометри. 

$ 41. Если иль вершивы илоскаго угла, въ его пло- 
скости, опишемъ кругь рал1усомь =! длины, то часть его 
окружности, заключающаяся между его сторонами, и назы- 
ваемвя обыкновенно дузом, будеть пропорщональна вели- 


чинЪ угла, причемъ ирямому углу, отьЪчаеть + всей окруж- 


воетн, которая обыкновенно раздЪляется на 360 равныхъ 

частой, называемыхь градуевми; прямому углу, отвЪчветь 
+ 

дуга въ 90. Какъ уголъ въ своей единицЪ, 36 ч8ети пря- 

мого, такъ и дуга, заключающейся между эго сторонами, въ 


1 
своей 360 выражаются одинаковыми числями; поэтому гово- 


рять иногда, (конечно ие точно выражаясь), что этою ду- 
тою измфряетоя уголь, (Доказательетво— обычное, потому 
пропуекаемъ). 

Опишемь точно также изъ вершины треграннаго углв 
кань- центра еферу ‘ращусомь =1 длины: плоскоети его гра^ 


Ней перееъкуть сферу по дугамъ большихъ круговъ, изыЪ- 
ряющихь (въ только-что указанномъ смысл?) плосше углы 
треграннаго, и образующихъь на еферЪ треугольпикъ, вазы- 
ваемый поэтому сферическимь треугольвикомъ, котораго вер- 
пизны будуть въ тоткахт, переефченя сферы въ ребрами 
трегренпаго угла. Внутреняе утлы этого сферичеекато тре- 
угольника будуть не что ное, какъ углы между. касатель- 
ными въ ихъ вершинахъ прямыми къ сторонамъ его, т. е, 
къ дугамъ большихь круговъ еферы, сл д. касательными съ 
сферЪ, а потому иерпендикулярными къ радёусу но $ 38, 
& елЬд. по $ 29 ин мёрою двуграпнаго угла нашего треграп- 
наго, котораго ребро есть рашусъ, нроведенный въ вершину 
треугольника. Итакъ, стороны сферичеекаго треугольника 
измЪряють (въ выше упомянутомъ смыел#) нлоск!е углы 
треграннаго, а внутренне углы сферичеекато треугольника-- 
дзугранные углы треграннаго. Между этими шестью вели- 
зинами существуеть три незавиеялия ‘одно оть другого со: 
отношешя, какъ то слфдуеть изь тото, что по тремъ изъ 
никъ, остальные вполн® опредЪляются (какл» то слЪдуеть 
изъ обычной теор! равенства двухь трегранныхь угловъ, 
нами опускаемой). Если найдемь эти соотновещя для ефе- 
рическаго треугольника, то будемь иыЪть ихь и для тре- 
траннаго угла въ силу только-что едфланныхь указанй. 

$ 48. Проще веего, и притомь вполиЪ евойетвеннымъ 
зналитичесвкой гоометри опособомъ, эти соотнощешн полу- 
чатся съ помощю прообразован!я коордннать вт плоскости, 
какъ то дЪлаеть Буюновь въ своей „Сферической Астроно- 
м1“ *). 

Формулы для упомянутаго преобразования коордиватъ 
мы выведемъ изъ общихь формуль (12) 8 12, привявъ 
&-=0, (=0, у=0, ибо начало координать оставляемъ безь 
перемзны, и 8=0, 1 ==1, —0, если оставляемъ ось, 
у—овь безъ перемзны. Изъ второго (11) того же 8 тогда 
будеть слЪдовать, что 9, -=0 и с, —0; тогда первое и третье 
изъ (1Е) того же 8 обратятся въ тождевтва, равно какь и 
второе изъ (11), и останутся олВдующя тря соотношен!я : 
(п ас 


аи =ь 


*} Имъющенся и ръ руссвомъ переводу, проф. Шадлбвскит о (В зевъ) 


и въ то же время равенства (12) обратятся эъ тая: 
аа г", 
у=у, (2) 
Вся Ре". 


'Изъ послёдняго равенетва (1} по первымъ двумъ получаемъ: 


8) 


отеюда будемь имёть 
шее ища; [Е 


на оеноваз!и этого равенства (2) могуть быть такъ переги- 
саны: 


(5) 


Для ршеня на счеть знака зведемъ услове, чтобы 
(20%=( ХОХ-=Ф: тогда при ф-=0 должны совпадать 
положительныя направлея какъ осей ОХ и ОХ’, такъ и 
ОЕ и 07; сзЪд. должно получитьея х =’, 2== 2"; ел д. при. 
ф=0 должно быть а=1, с—0; это рЫпаеть вопроеъь въ 
пользу вижнихъ знаковт, т. е. должно быть 


фе, и а. {4') 


Положивъ а; = с08ф, == т ф, чрезъ что въ силу (4’) будуть 
удовлетворены оба первыя соотношен{я изъ (1), ыы получимъ 
для перехода оть однихъ прямоугольныхъ координатныхь 
осей къ другимъ, отклоненнымъ оть первыхъ соотвЪтствен- 
но на тоть же уголъ ф, тайя формулы: 


д 603 ф—2'зтф, 
уу, 6) 
яхте -[ 2 208$. 


Э:и формулы можно получить по примфру Врюнова и 


Чаканъ образомъ. Опуетимъ изъ точни М перивндикуляры 
па ОХ п ОХ’. Изъ прямоугольнего въ № треугольника МОМ 
въ плоскости КОХ имфемъ при ОМ: 


я —=ОМ-=го0з (ф-| 5} = 16080608 ф — гаш озт ф, 
6 . . : . 
©) 2= ММ== из (ф-- о) = т вовови ф-| гп 9603 9; 
но из, прямоугольнато въ № треугольнике ОМА имфемь: 


я = ОМ = сов, 
2 —= ММ —тэть; 


(7) 


на основан этихь предыдущия, т. е; (6), переходятъ въ тая: 


| дз" сов фт ф, 


® | у=хзте-- 7 с08ф, 


согласно съ первымъ и третьимъ изъ {5). 

8 49. Пусть теперь намъ дашь оферичеекйЙ треуголь- 
никъ АВС, и езЪд. трегранный уголь ОЗБС, котораго ребра. 
Од, ОВ, 00 суть рамусы сферы. Возьмемь плоекость угла 
АОВ зв плоскость ПОХ, и также 2'0Х’; зв ось ОЁ примемъ 
рамусъ ОВ, за ось 02’ ращусь ОА; за ось ОТ ращусъ 
вферы, перпендикулярный къ этой илоекости; еъ нимъ будетъ 
совпадать и ОУ’, при чемт положительныя направляются 
втихь совнадающихь осей пусть идутъ въ ту оторону отъ 
плоскости АОВ, но которую лежитъ третья вершина (’ даиваго 
треугольника. Чрезъ а, 8, с означимъ стороны треугольника, 
противолежация вершинамъ 4, В, С соотвфтетвенно, и тВми 
же буквами А, В, О обозначимъ внутренне углы еферическв- 
го треугольникв, имфюпцие вершины воотвЪтственно въ этихь 
точкахъ. Принимая радтусъ сферы ==1, можно выразить ко- 
ординаты точки (въ обфихъ системахъ координат на оено- 
ван!и того, что мы зчаемъ о плоскихъ прямоугольныхь тре- 
угольникахъ. Опустивъ изъ точки С перпендикулярь на- 
плоскоеть ХОТ, мы будемъ имфть для проэкши его на 
овь 02, имфя въ виду, что уголь наклонешя ОС къ ОВ 
веть в, такое выражен (принимая радуеъ == 1): 


1) 2=008а, и 00, =вша 


——дая прбэкщи 9С’ вв плоскость ХОТ. Провитируемъ теперь 
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ОС, на сви ОХ и ОТ, съ которыми ОС, дЪяветъ углы л — В, 
и дополнене послёдняго до прямого; мы получимъ: 


2 = — зтасоз В, у==зт авт В, (2 
а : 
(ибо е08 (п — В) с05 В, сова ( 5 {п в) зт (л — В) 


— 1 В); тавамь образомъ будемъ иыфть: 


и => ай а сов В, 
у а ао В, (8) 
# = сова. 


Точно также, опуская периендикуляръ изъ С ив пло- 
скоеть Х’ОУ, имфя въ виду, что уголь наклонешя ОС къ 
ОА есть 5, а проекщя его на плоекоеть ХОР’ еь ОХ’ дв- 
лаеть уголь А, мы полузимъ твыя формулы: 


а’ В оз А, | 
у = ша рэ А, (4) 
2’ == с08 $. 


Уголъ, ноторый мы обозначили въ (8) пред. $ чреаъ у, 
®сть уголъ наклоненя ребра ОА къ ребру ОВ, т. в. с. Имя 
это въ виду, и подетавляя изъ (3) и (4) вмЪето старыхъ и 
новыхъ координать ить выражевя въ (5) пред. $ и е выж- 
9то у. мы получимъ искомыя три незавиенмыя соотношен!я 
между шестью величинами сферичеекаго треугольника АВС: 


— #10 а 608 В == вт 6 603 2 608 А — с03 { за с, 
эпазм В==зш аш 4 {5} 
608 4 == з В за с с08 А -|- 209 $ соя с. 


Эти формулы обыкновенно такъ пишутся: 
©0384 — 0093 В с08 е {- за В эт е соз 4, 
во авт В -= ат # эт А, (5*) 
3 6 208 В == 609 6 авт е — в! В с08 е соз А. 


Это три ивзависимыя формулы. Къ первой и второй можно 
присовдинить двЪ друмя, получаюнияея изъ етихъ чрезь 
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круговую перестановку какъ вершинъ, такъ и сторонъ тре- 
угольника АВС, такь что будемъ имфть: 


603 @== 608 $ 08 с | эт В 31 с е08 А 


(6) е08 6 == 608 5 08 @ -- 811 с вт а с0з В 
208 2 = 608 а 608.0 -- эт а эт 2 608 С; 

7 зтА во В _ за С 

(2) зша  зтб ве 


Кь тротьей изъ (5’) можно присоединить енерва ту, которая 
получается изь нея зрезъ перестановку Ви Офис, а за- 
тьмь други, выводяицяся изъ этихь двухь тфыь же спосо- 
бомъ, т. е. чрезь круговую перестановку; это будуть еяЪ- 
дующя: ` 


31 @ 008 В = в08 315 — тр 6036 сов А, 
5 а е08 С = с03с зп $ — зас 0036 с08 А; 


® 8 6 08 С = 208 вт а — вре соза в03 В, 


311 В с08 А — 605 ая е — въ а в03с ©03 В; 
3112608 А = 603 @ 31 $ — та с08 008 (, 
[| тс с08 В — в03 7, 581 а — з11 6 сов @ ео (. 


Кь этимъ формуламь прибавимъ еще 1, которыя по- 
лучаются изъ (5') трезъ примвневше ихь кь дополнительному 
тетраздру и елВд. кь дополнательному сферическому трб- 
угольнику; стороны посл®дняго дополняють углы перваго 
до двухъ прямыхъ, т. е. до л, какъ то видФли въ $5 80, 
(теорема ПП), и наоборотъ, стороны перваго углы поелЪдняго; 
и поэтому для полученя ихъ изъ (5') нужно а, $, с перемЪ- 
нить на л— 4, л— В, л— 0 соотвЪтотвенно, и А, В, С на 
л—а л_фи л_с соотвЪтетвенно, причземъ перемзнять 
знаки члены еодержапеТпроизведеня нечетнаго числа коси- 
нусовъ; получимъ слфдуюцйя три формулы: 


608 А — эт Ваш Сеоза — 08 Веов О; 
9} эп Авт В == зт Взша; 
812 А 003 == сов Ваш С-- зщ В в08 (вова; 
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гдЪ первая и третья помножены еще на —1. Эти формулы 
однако ив суть независимыя, ибо могуть быть получены 
чрезъ комбинацию формулъ (6), (7), (8), какъ то дЪлаеть 
Врюновъ. У него читатель найдеть и выводъ формулъ 
Гаусса и Непера, имВющихь впрочемъ значеве болфе на 
правтикЪ, а потому мы и звковчимъ вдЪеь наше изложеню 
Апалитической Геометр!и, 
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Поправки. (ое 14 


ПРИВАВЛЕНИЕ. 


О тригонометрическихь функшяхъ. 


Для удоботва юныхь читателей мы посвящаемъ это 
прибавлен:е выводу главаЪйшихь свойетвъ тригонометри- 
ческихь функй изъ извЪетныхь рядовъ, въ которыхъ онЪ 
разлагаются ио степенямь перемфиной. Можно было бы 
прямо опредълить ихъ этими рядами; однако форма по- 
елЪднихь не такъ проста, чтобы прямо было видно, почему. 
именно они набираются для опредЪлевшя новыхь фуакдИй, 
тогда какъ они легко получаютея изъ разложешя въ рядъ 
по степенямъ х фукши, предотввяяющей 


65% 


= \* | 
1 пре .( =) | 
©) Ред ЧР) | 
получающагоея изъ бинома Ньютона, по виду проше и на- 
туральн%е, а потому иригоднВе дин начала. 


1. Итакь опред%лимъ функийо /{2) такимъ рядомъ: 


2 о 

Е хт д 

®) ау т! ° 
яъ 


(гДЪ я! =1.2.3...т, при чемъ 0!=1). Это возможно, ибо 
этотъ рядъ сходится для веякаго значешя х, ибо онъ ето- 
дится для сколь угодво большого положительнаго значе- 
я х, какъ то слфдуеть изъ разсмотрЪв!я остатка ряда 
предетавленнаго такъ; 


3) пед УЕ Ва, 


}33 


тд% оетатокъ 


2" 2 < 


а 
рт игру @ ЕО ®-Е2)...@ и’ 


еъ возрастаыемъ п до безконечности онъ стремится къ нулю. 


В» 


(8) 


Въ самомъ дфлЪ: 
ие. ео ь @ 


а потому будетъ 


В. х 5) 5 


пам, (ак паж 


(8) 


(7) 


ЗдЪеь второй множитель (направо} стремится къ 1 еъ воз- 
растан{емъ п до со, а первый, если 


ик 1, (8) 
можно такъ написать; 


ЕЯ ® Ея ря =”. 
Г Хг ® 


эдфсь первые т’ множителей: каждый >> 1, & во$ сл®дующе 
каждый < 1; но 


х 


ая) 09 


тд ; а потому вторая часть этого нерввенства, 


В 
® ит < 
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и сл%д, и первая, съ увеличешеыъ # до со будуть стре- 
митьея къ пулю; слЪд. по (7) то-же будеть и съ В), т. е. 


(10) пред. В, _ о 0. ч. и. тд. 


Отыфтиыъ два частныя значен:я этой функши: 
1 1 1 _ 
(12) КО=ь, = +5 +13... =е-211828182845905... 


2. Везусловно-входянеся ряды могуть быть почленно 
перемножаемы, т. е. каждый членъ одного рида на каждый 
членъ другого. Такимъ образомъ найдемъ произведеве вл- 
дующихь рядовъ: 


х® Ра аа РР 
у, и РИ ры 
Па а таз т 
хм 8 
Па Ну тав РГ 
уу, Комы ДВ 
1) тт 11 1125 фу" 
о ат 
ааа Ни опа 


вес 5 ое 
о О т геи, 


(ибо, чтобы выввети въ т -|- 1-мъ столбць = за скобки, мы 
должны каждый чяенъ, кромЪ перваго и послёдняго, умно- 
жать и раздфлить на т!, а 


т! т(т— 1... (1—1) 
®) @— би- 13. 
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эсть бином!альный коэффищенть). Итакъ мы получили: 


И.Г) — е-Ру {8) 


помножвя это на /(2), на основаны его-же получим»: 


Ро). Гд. Г =Ге-ну-- а), 4) 
и продолжая поетупать также и далфе, придемъ къ такой 
формул: 

Ге) ГГ. еде -у-ре- 49, ©) 
выражающей теорему сложеня [(х) для какого угодно числа 
р.елагаемыхъ (направо) аргументовь функши {(). 

3} Положимъ въ поелфднемъ равенств® (5): 


==... = 


тогда оно обратитея въ такое: 


ед == Гра). и) 
Полагая здфеь „=1, по второму изъ (12} 81 получимъ: 
ее — (р). (2) 


Здъсь р было цфлое число. Пусть теперь р =”, тд тип 


цЪлыя чиела; слЪд. т=ря цфлов чиело; потому по формулЪ 
{0} будемъ имфть: 


[ио" = Рбтз; (8) 
1 
полагая зджеь х = в’ Получимъ: 


Те) ° 


но по (1) имфемъ, такъ канъ » пЪлое число: 


Р]- И.Р =го; (5) 
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зал. по (8 


© Ко" 


в потому (4) обратитея въ таков: 


@) #(=) и” 


Такимъ образомт, (2) остается въ силВ и для дробнаго р. 
Венкое ирратональное или транецендантное вещественное 
положительное число 2 лежить между двумя рапональныйй 
дробями съ одинаковыми анаменателями, чиелители кото- 
рыхъ разнятся на !: 


в) т: 


такъ какъ съ возрасташемъ положительнаго х функщЯя / (2) 
по (1) $ 1 увеличивается, состоя изъ суммы положительныхь 
членовъ, то будетъ 


@ 2(=) < к ("), 
или, по (7): 

= и 
10) в" де"; 


но при данномъ х оба крайне члена этого неравенства пря 
увеличении п, & олВд. и эм, до оо стремятся къ равенству вм%- 
ст№ съ ихь показателями, стремяшимиея цо (8} къ г, слфг 
къ /(х), т.е. будетъ 


{11} еде. 


Но рядъ (1) будеть сходящимоя и для отрицательнаго 
я; какъ то извфетно изъ теор рядовъ, и легко повфрается 


187 


этомъ рядф, который можно и танъ написать: 


< | ан 
— 5(еы +=: ©) 
перемфняя эдфсь х нв —х, будемъ имфть: 
но очевидно при х>> 0: 
=* „и 3% эвеН 


Е 
ег вери < еее 94 
а потому второй рядъ будеть сходящимея, если таховъ 
первый. 
Если теперь въ равенетв® (8) $ 2 положимъ 


&-у=9, (5) 
то будемь имЪть по первому изъ (12) 5 1: 
Р(а) 1(- = Г) =, 16) 
откуда найдемъ по (11): 
и-а=щ=е". (7) 


Такиыъ образомъ формула (11) оказывается вЪрною и для 
отрипахельныхь значенШ незавиеимой перемфиной. Олфд. 
рядъ (1) $ 1 опредфляеть нохазательную фуниию для вофхъ 
вещественныхь, какъ положительныхъ, такъ и отрицатель- 
выжъ эначенй х. 

4. По (11) и (17) пред. $ формулы (12) и (13) его же 
можно такъ переписать: 


ат. в 


(= г вт: ® 


“5 
—-й 
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оба ряда безусловно сходяшуеся, в потому ‘ихъ ‘можно ‘по: 
членно свладываль и вычитать. Беря ихъ полусумму и полу- 
разность, получимъ новыя функши, называемыя соотвЪт- 
ственно гиперболическимь коссинуевмь и  гиперболическимь 
синусонь, и обозначаемыя такъ: 


(3) 


{4} 


Изъ обоикъ опредълен ихъ здфеьчрезъ посредство пока- 
звтельной функщи и,еъ помошию рядовъ, безуеловно ехо- 
дящихея, какъ то легко видЪть, ясно, что первая есть 
четнея функшя, вторая нечетная, т ©. 


{5) еозН (— 2) =еозр яж,  вшВ(— ол) = — тв». 


Отмзтиыъ еще слЪдуюния чаетныя значеня этихъ функ: 
(6) сов 0 =1, вЫ 00. 


Возвышая первыя изъ равенотиъ въ (3) и (4) въ ква- 
дратъ и вычитая посл®дн результать изъ перваго легко 
найдемъ по вторымъ частямъ ихъ, что 


@) —_ собзе— щшьзек а, 


Беря сумму и’ разность тфхъ-же равенетвъ въ (3) и (4), мы. 
получимь олдуюшя дёа равенства: 


(8) в” == вов + и, 


{9) Е т == вов — ИН 


перемножая икь, опять получимъ воотношене (7). 


Присоединяя къ нимъ тЬ, которыя получаются изъ 
нигь чрезъ перемЪну х на у, мы легко получимъ теорему 
сложеная гиперболическихь‘функий. Въ самомъ дЪлЬ, сперва 
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по (8), потомь по (8) и (9) будемъ ныфть: 


1 >] —=- 1 = 
пена = ее” — 22’ ы 4) 
совй (и --у = Ее т (ее ".е*) = 


[(еовЪ х-ЕзшВ 22) (еовЪ у + а у) + (созВ 2 — вт 2) (вовбу — в у)] = 


+ 
2 


= возВ г. возВ у -- ШВ х. вшВ у; 


сов} (= 9) = вов о. совН у {- вв втву. = (10) 


Тотно также, исходя изъ формулы (4), именно 


зави в, (3) 
найдемъ: 
ветви) Ех. совр у -| совВ и вшву. = (12) 


Перем%няя у на — у, по {5) найдемъ еозВ (и- у) и 3 (ху). 
5. Въ рядё (1) 8 | жакь безусловно сходящемея, можно 
перемфнить ® на „У—1 и собрать выфетВ сперва веЪ чле- 


ны несодержалие У— 1, потомъ веЪ содержашйе его; мы 
получимт тогда, по {11) $ 8, елВдующее равенетво, опред®- 
ляющее показательную функыпю для ннимаго т; 


: 25 
128112845 


2 [| ак зв Ре дек 
= (е=- (2% ват УЕ т ВЕ 

=, (28 +=) (2Е+1Е (2+8)! 
(Поелф ‘этого для комплексныхъ значен!й х опредфлен!е е® 


можеть быть получено на основани теоремы сложен;я). Ве- 
щественная часть и мнимая этото разложеви получаются 


+У-1 (, - 


чрезъ ту-же перемфну на „УТ соотвЪтотвенно изъ (3} и 
(4) пред. 8, и, такъ какъ модули ихъ членовъ суть таковыя 
ряда (1) $1 (для х положительнвго), будуть безусловно. 
сходяпеся, а потому пригодны для опредфлешя новыхъ 
фунеши. Первой изъ нихь присвоено назван! и обовиаче- 
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810 ©08 2, второй, разд®ленной на У—1, назван! и обозна- 
чен!6 в х. Отоюда получаются слёдуюния тройныя опредё- 
леня обфихь новыхь функшй: 


п 5 2%, ль ): 


608 = вов (хИ-—1)= р @5Г ОЕ! 


= 


(2) 
ве (И И И _е2И 5 эрьн ее 
{< 


ры 


У ПУ 2841) (23) 


Первыя равенства даютъ выражешя тригонометриче- 
скихъ с08 и зщ чрезъ гиперболическ!е. Изъ нихъ еейчасъ же 


чрезъ первмфну х на х И-1 получаются по (5) 8 4 елдую- 
пя имъ обратныя: 

(3)  собх 008 (# И 1), вши е==— У-1 вт И-1). 
Изъ этихъ равенствъ, также хорошо какъ и изъ (2), видно, 
что сов х есть четная функшя, а вх нечетная, т. е. что 
(4) 606. (— 2) == 608 =, в (—2) = — пл, 

и что при 2==0 онЪ имЪють соотвЬтетьенно тащ Я 8наченя: 
(5) ‘вов 9 =, вт 0=0. 

Перемънивъ въ (7) пред. $ 2 ив хИ—1, по (2) нает. $ по- 
лучимъ такое: 

(5) 608°х ах = 1, 

выражающее связь между обфими основными тригонометри- 
зескими функшями, а переыфнивъ х ма хИ—1, унву И -1 
въ (10) и (12) пред, $ по (2) наст. $ обратимъ ихь въ так!я: 
608 (х {- У) == 008 хсову — зпоху, 


@ ат (2-- у) = 5 хеозу -[ в03х ву, 


{поелёдиияя по сокращени на /—1), хоторыя выражать 
‘теорему сложена тригонометричеснать косивувовъ и сиву. 
вонъ. Формулы для 08 (7— У) инт (2 — У) получим отда 
ыъвяя уна —у и иыфя въ виду (4). 
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По (2} второе равложене г" 
маеть такой видъ: 


ги 


‚ данное въ {1} прани- 


= У—1вшх; 
в0в&-- тя | ® 


е—в0вз —У- Та: 


вторая получается изъ первой чрезь перомфну 2 на —=, 
по (4). Эти-же формулы получимъ екладызая и вычитая 
оторя равенства изъ (2) наст. $ по умножени нижияго на 
У-— т Въ нихь-же переходять (8) и (9) пред. 8 посл пере- 
вы въ этихъ 2 на х 

6. Въ виду фундаментальнаго значевя теоремы сложе- 
я въ теори тригонометрическихь фунюкШЙ полезно авыф- 
тить, что формулы (7}, пред. $ могуть быть получены беаъ 
поередетва мчимыхь величинъ по тому способу, по вото- 
рому въ $ 2 была выведена формула (8). Однако здЪеь, про- 
изведен!е с0зх.с08 у въ общеыъ отолбцф своего равложеня 
не будеть содержать вефхъ членовъ разложеня (2-|-у)* по 
биному Ньютона, если 2# есть изм®рен!е этихь членовъ, & 
только по придачЪ къ нему произведеня — яп х.э у, нанъ 
то видно ивъ (7) и также изъ того, что въ произведене ря- 
довъ для в08х и 008 у величины х и у будуть входить каж- 
дая только въ четныхь степеняхь в въ произведене 
— 0 2.вту каждая только въ ночетныхь, тогда какъ въ 
разложене (х--у) по биному Ньютона входять и тВ, и 
друмя. Точно также произведене зш х.вов у будегь содер- 
жать лищь нечетныя стенени 2 и четныя у, а произведене 
с08 хзшу наобороть, тогда какъ разложене (х--уН пе 
биному Ньютона будеть содержать какъ четныя, тань и ив- 
четныя степени каждой изъ величинь 2 и у, и только оум- 
ма аш созу-- 608 тзш у будеть содержать ихъ во%, Не же- 
лая однако растягивать это „прибавлене“ бояфа длниными 
вычисленями этого вывода, предоставляемъ ихъ выполнить 
читателю самому. 

Равнымъ образомъ не будемь выводить вефхь нолев- 
ныхь формуль которыя могуть быть получены изъ теорвыы 
сложен, и ограничимоя лишь т®ми, ‘которыя обнаружи- 
вають пердичность трипонометрическихь функй, а олд. 
по (8) пред. $ и гиперболическихь фуяжиж. 
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‚.. Означимъ чрезъ с то зивчен!е х, для котораго с08 
обращается въ нуль, и слёд. по (6) пред. $ а: 2 въ единицу: 
(1) 6086 -=0, 1 6==1. 

Положимъ въ (7) пред. $ у==с; тогда на основанйх и по- 
лучимъ: : 
©03 (х -{- в) = — п, 

2) 


зп (#6) = с08 =. 


Перемфняя эдфсь х на х--с, на основав ихъ-же полу- 
чимъ: 


® | < @ш-3е) = — х, 
вт (7-26) = — в 2; 


первыфняя адфеь х на х-|-2е, на основан ихъ-же полу- 
чныъ: 


@ 


, -|- 46} = с08 =, 


ви (х -|- 46} — в г. 


Отсюда видно, что функши сов и вт имЪфють перюдомъ 
4е, тд с опредЪляется изъ уравнен!я {1} (того или другого}. 
Продолжая прибавлять по 2е, ва основани (8) и (4) най- 
демъ, что нообще будеть: 


5} 


608 (2 -|- 216) = (—1)* созх, 
{ в (х -- те) = (— 1) вп. 
Изь (8) пред. $ войчаеъ находимъ, что 


@) вена ИЕ. 


} 
полагая хУ—1==2, мы эй формуль далимъ такой видъ: 


(2) р 


откуда ноно, что показательная функця е* имфеть перю- 
домъ 4—1. Онъ мнимый, 60 с вещественное количество. 


Иль (3) $ 5 лено, что та-же величина 4сУ—1 будать перо- 
домъ совр т и вщЬ 2. 
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Что касается до прибнижениаго вычиелешя полупер!- 
ода 2е тригонометраческихь функшй, обозначаемаго обыкяо- 
венно буквою л, то для этого имфются ряды, получаемые 
изъ разложешя въ ряды обратвыхь имъ функшИ, вакь 
вгозшх и агофих, для частныхь значеый х!), или, другого 
рода ряды, получаемые трезъ сравиен!е разложешя функшй 
въ ряды и на частныя дроби, или въ безконечныя произве- 
ден!я. Одну такую формулу читатель найдеть въ нашей 
етать®: „Разложен ‘тригонометризеенихь и эллицтичевкихь 
функщй иа частныя дроби и въ безконечныя произведевая“ *); 
много подобныхь рядовъ у Эйлера), также у Бертрфнал); 
имфются также разложешя въ безконечныя произведещя, 
какъ, напр., извъетная формула Валлиса (Ув), и въ -не- 
прерывныя дроби’). Къь этимъ сочинеышыь и отвеылаемъ 
УЬхь, кто этимъ заинтересуетел. 


Нроф. М. Тихомандриций. 
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ПОПРАВКИ. 


Напечазано: 
(8) 36 


своронаын 
< 

зав 

а точка, ибо по (18) было 
бы чогде м ви =0, а ро (1) 
и в =0. 

удалено 

должно’ 


. представленных» 


одну двь 
(13) 

дла двухъ 
4) $22 
А. В, 6 
равстоящя 
8= 
прямолинейные 
важдое 
каждаго 
28+ 
в 

пруть 


Должно быти: 


0, Ы-Ь в 
а3=0, &=0, в 
.—5) 

(р — а’) 
и : 

82 

сторонами 

2 

812 == 5 

^ отрфзокь прямой, рав- 
НЫЙ Зы = ибо тогда 
точки (1) (3) совавли бы. 
удалены 

должеь 

представленнымь 

одну точку див 

[2 

дли угл двухъ 

(8) 523 

д, В, С 

равстояня 6 

= . 
изучающей прямолинейные 


